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Vorwort

Eines der bekanntesten Ergebnisse der Gruppentheorie ist die Klassifikation der endlichen
einfachen Gruppen. Danach ist jede solche Gruppe entweder zyklisch von Primzahlord-
nung, eine alternierende Gruppe, eine einfache Gruppe vom Lie-Typ, d.h. ein endliches
Analogon einer klassischen Lie-Gruppe, oder eine von 26 sporadischen Ausnahmegrup-
pen. Dieses Klassifikationsresultat klirt eine zentrale Frage der Gruppentheorie, ndmlich
die nach den Bausteinen, aus denen endliche Gruppen aufgebaut sind. Damit erhebt sich
die Frage nach der Struktur dieser Bausteine.

Eine Moglichkeit, die Struktur einer gegebenen Gruppe G zu untersuchen, besteht darin,
die Abbildungen
v:G— GLy(K)

von der Gruppe G in die Gruppe der invertierbaren n x n—-Matrizen iiber einem fest vorge-
gebenen Korper K zu studieren, die fiir alle Gruppenelemente g; und go aus G das Produkt
g1 - g2 dieser Gruppenelemente auf das Matrixprodukt von ¢(g;1) und ¢(g2) abbilden. Sol-
che Abbildungen heiflen Darstellungen der Gruppe G. Sie bilden den Ausgangspunkt der
Darstellungstheorie endlicher Gruppen. Auch hier stellt sich die Frage nach den kleinsten
Bausteinen, den sogenannten irreduziblen Darstellungen. Zu jeder endlichen Gruppe gibt
es — beziiglich eines geeigneten Aquivalenzbegriffes — nur endlich viele irreduzible Darstel-
lungen. Der erste Schritt zum Verstédndnis aller Darstellungen einer Gruppe G besteht also
darin, die irreduziblen Darstellungen zu beschreiben.

Ist ¢ : G — GL,,(K) eine Darstellung der endlichen Gruppe G iiber einem Korper K,
so sind viele Eigenschaften dieser Darstellung bereits in der Spurabbildung

G — K

X g +— Spur ¢(g)

enthalten. Diese Abbildung heifit der Charakter zur Darstellung . Da die Spur einer
Matrix invariant unter Konjugation ist, sind die Charaktere konstant auf den Konju-
giertenklassen von G. Ist K der Korper der komplexen Zahlen, so stimmt die Anzahl der
irreduziblen Charaktere — damit sind die Charaktere der irreduziblen Darstellungen von G
iiber K gemeint — mit der Anzahl der Konjugiertenklassen von G iiberein. Somit lassen
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sich die irreduziblen Charaktere einer endlichen Gruppe G iiber dem Korper der komple-
xen Zahlen in einer quadratischen Matrix anordnen. Diese nennt man die Charaktertafel
der Gruppe G.

Warum ist es sinnvoll, sich mit Charaktertafeln zu beschéftigen? Zum einen verrit
die Charaktertafel einer endlichen Gruppe viele Informationen iiber die Struktur dieser
Gruppe und ihrer Darstellungen. Zum anderen lassen sich Teile der Charaktertafel haufig
allein durch kombinatorische oder zahlentheoretische Uberlegungen bestimmen, ohne dass
eine explizite Kenntnis der zugrundeliegenden Darstellungen nétig ist.

Die meisten endlichen einfachen Gruppen sind vom Lie-Typ. Pierre Deligne und Geor-
ge Lusztig haben 1976 in [13] die Charaktertheorie der Gruppen vom Lie-Typ begriindet.
Diese Theorie ist seitdem sehr gut untersucht worden. In der Theorie der Gruppen vom
Lie-Typ treten gewisse Untergruppen in natiirlicher Weise auf, die parabolischen Unter-
gruppen. Eine natiirliche, weiterfiihrende Fragestellung ist die nach der Charaktertheo-
rie fiir parabolische Untergruppen. Warum ist es nun aber sinnvoll, sich mit Charakteren
und Charaktertafeln parabolischer Untergruppen zu beschéftigen? Eine Motivation hierfiir
liegt in der Anwendung dieser Charaktertafeln auf die Theorie der Darstellungen endli-
cher Gruppen vom Lie-Typ iiber Koérpern von Primzahlcharakteristik £ > 0, beispielsweise
endlichen Korpern. Hier gibt es noch viele offene Fragen und ungeloste Probleme. Das Teil-
gebiet der Darstellungstheorie endlicher Gruppen, das sich mit Darstellungen {iber solchen
Korpern befasst, wird als modulare Darstellungstheorie bezeichnet.

Richard Brauer hat in seinen Arbeiten eine Verbindung zwischen der Darstellungstheorie
einer endlichen Gruppe G iiber dem Koérper der komplexen Zahlen und der Darstellungs-
theorie dieser Gruppe iiber Kérpern von Primzahlcharakteristik ¢ hergestellt. Bezeichnet
man die Gruppenelemente von G, deren Ordnung nicht durch ¢ teilbar ist, als die ¢—
regulédren Elemente von G, so hat Brauer gezeigt, wie man die Werte des Charakters einer
Darstellung iiber einem Korper der Charakteristik ¢ auf den /-reguldren Elementen von G
in den Koérper der komplexen Zahlen , heben* kann. Diese neue komplexwertige Funktion
auf den f-regulidren Elementen von G heifit Brauercharakter der Darstellung.

Brauer hat bewiesen, dass die Einschrinkung des Charakters einer Darstellung iiber den
komplexen Zahlen auf die f-reguliren Elemente stets ein Brauercharakter ist. Auch die
Brauercharaktere setzen sich aus kleinsten Bausteinen zusammen, den irreduziblen Brau-
ercharakteren. Die Zerlegung der irreduziblen Charaktere iiber dem Koérper der komplexen
Zahlen in die irreduziblen Brauercharaktere wird in einer Matrix festgehalten, deren Zei-
len durch die irreduziblen Charaktere {iber dem Korper der komplexen Zahlen indiziert
und deren Spalten durch die irreduziblen Brauercharaktere indiziert sind. Diese Matrix
wird Zerlegungsmatrix von G genannt. Thre Eintréige, lauter nichtnegative ganze Zahlen,
heiflen Zerlegungszahlen von G. Sie bilden die Briicke zwischen der Darstellungstheorie
der Gruppe G iiber dem Korper der komplexen Zahlen und der Darstellungstheorie iiber
Korpern von Primzahlcharakteristik £.
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Im Zentrum dieser Arbeit stehen die Steinbergschen Trialitétsgruppen 2Dy(q). Sie bil-
den eine der Serien von unendlich vielen einfachen Gruppen vom Lie-Typ, die in der ein-
gangs erwahnten Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen auftreten. Die Bezeich-
nung ,,>Dy(q)“ fiir die Trialititsgruppen kommt folgendermafien zustande: Die endlichen
einfachen Gruppen vom Lie-Typ werden mit Hilfe der endlichdimensionalen komplexen
einfachen Lie—Algebren klassifiziert: Eine solche Gruppe an(q) wird durch mehrere Pa-
rameter bestimmt: G beschreibt den Dynkin—Typ der zugehorigen komplexen einfachen
Lie-Algebra und k die Ordnung einer Symmetrie des Dynkin—-Diagramms. Ist k gleich 1,
so wird dieser Parameter weggelassen. Der Parameter n gibt den Lie-Rang und ¢ die
Ordnung des Definitionskorpers an.

Diese Arbeit gliedert sich in zwei Teile: Das Ziel des ersten Teils (Kapitel 1 bis 4) be-
steht in der generischen, also fiir alle ¢ gleichzeitigen Bestimmung der Charaktertafeln aller
maximalen parabolischen Untergruppen der Steinbergschen Trialitsitsgruppen 3 Dy(q). Fiir
jede Primzahlpotenz ¢ gibt es in den Trialitdtsgruppen bis auf Konjugation genau zwei
maximale parabolische Untergruppen. Eine Produktzerlegung der parabolischen Unter-
gruppen, die sogenannte Levi—Zerlegung, ermdoglicht die Anwendung der Clifford—Theorie,
eines Werkzeugs zur Konstruktion irreduzibler Charaktere.

Hiermit gelang in dieser Arbeit die vollstdndige generische Berechnung der Charakter-
tafel einer der beiden maximalen parabolischen Untergruppen sowie eines grofien Teils
der Charaktertafel der anderen maximalen parabolischen Untergruppe der Steinbergschen
Trialitdtsgruppen.

Der zweite Teil dieser Arbeit (Kapitel 5 und 6) behandelt die Anwendung dieser Charak-
tertafeln auf die modulare Darstellungstheorie der Trialititsgruppen 3Dy4(q). Es werden
hier ausschlieBlich solche Darstellungen von 2Dy (q) behandelt, bei denen die Charakte-
ristik ¢ des Korpers, iiber dem die Darstellungen betrachtet werden, kein Teiler von ¢
ist. Bei solchen Darstellungen spricht man von Darstellungen in nicht—definierender Cha-
rakteristik. Die Zerlegungszahlen der Steinbergschen Trialititsgruppen 3Dy(q) in nicht—
definierender Charakteristik wurden zu einem grofien Teil im Jahr 1990 von Meinolf Geck
in [19] berechnet. Einige der Zerlegungszahlen konnten dort jedoch nicht bestimmt werden.
Thre Berechnung bildet seit nunmehr iiber 10 Jahren ein offenes Problem.

Diese Zerlegungszahlen héngen von der multiplikativen Ordnung e von ¢ modulo ¢ ab.
Nichttriviale Ergebnisse erhélt man nur in den Féllen e = 12,6, 3, 2 oder 1, wobei der Fall
e = 12 bereits vollstindig von Meinolf Geck gelost werden konnte. Ein Anliegen dieser
Arbeit besteht darin, einige der Liicken in den Fillen e = 6 und e = 3 durch Anwendung
neuerer Methoden zu schlieflen.

Hierbei spielen die parabolischen Untergruppen die folgende Rolle: Zum einen lassen
sich aus den Charaktertafeln der parabolischen Untergruppen durch Induzieren Charak-
tere der Trialitdtsgruppen konstruieren. Einige von diesen, die sogenannten projektiven
Charaktere, liefern obere Schranken fiir die Zerlegungszahlen der Trialitdtsgruppen. Zum
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anderen sind in den beiden Fillen e = 6 und e = 3 die /~Sylowgruppen der parabolischen
Untergruppen zyklisch. Diese Tatsache und weitere gruppentheoretische Eigenschaften der
parabolischen Untergruppen ermdoglichen es, die Zerlegungszahlen dieser Untergruppen
vollstdndig zu bestimmen. Die so erhaltene Kenntnis der modularen Darstellungstheorie
der parabolischen Untergruppen legt folgendes Vorgehen nahe, das durch T. Okuyamas
und K. Wakis Arbeit [35] iiber die Zerlegungszahlen der symplektischen Gruppen Sp4(q)
inspiriert wurde:

Man konstruiert zunéchst eine geeignete modulare Darstellung der Trialitdtsgruppen,
so dass eine der gesuchten Zerlegungszahlen als Vielfachheit eines irreduziblen Bausteins
dieser Darstellung auftritt. Als néchstes betrachtet man dann die Einschrankung dieser
Darstellung auf eine parabolische Untergruppe. Aus der genauen Kenntnis der Darstel-
lungstheorie dieser parabolischen Untergruppe lassen sich dann Informationen iiber die
gesuchte Zerlegungszahl gewinnen.

Mit den soeben beschriebenen Methoden werden in der vorliegenden Arbeit zwei der
bis dahin unbekannten Zerlegungszahlen explizit bestimmt (eine im Fall e = 6 und eine im
Fall e = 3). Fiir einige weitere der bislang unbekannten Zerlegungszahlen in diesen beiden
Féllen konnten die bisher bekannten unteren und oberen Schranken verbessert werden.

Inhalt der einzelnen Kapitel

Im Verlauf dieser Arbeit werden Konjugiertenklassen von Untergruppen der Steinberg-
schen Trialitdtsgruppen sowie Fusionen zwischen diesen Konjugiertenklassen berechnet.
Das erste Kapitel dient dazu, Methoden zum effizienten Rechnen in diesen Gruppen zur
Verfiigung zu stellen. Hierbei werden die Steinbergschen Trialitéitsgruppen als Gruppen
von Fixpunkten eines Frobeniusmorphismus von zusammenhéngenden reduktiven linea-
ren algebraischen Gruppen iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper aufgefasst. Da
solche algebraischen Gruppen untereinander grofle strukturelle Gemeinsamkeiten aufwei-
sen, wird gleich das Problem des Rechnens in reduktiven algebraischen Gruppen betrach-
tet. Jede reduktive lineare algebraische Gruppe iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper ldsst sich durch eine Présentation beschreiben, die zum effizienten Rechnen gut
geeignet ist. Diese sogenannte Steinberg—Préasentation und ein Algorithmus zum Rechnen
in den betrachteten algebraischen Gruppen werden im ersten Kapitel beschrieben.

Das zweite Kapitel beinhaltet eine Beschreibung der Definition und Konstruktion der
Steinbergschen Trialititsgruppen 2Dy(q). Es werden insbesondere die zum Rechnen not-
wendigen Relationen der Présentation aus dem ersten Kapitel explizit bestimmt und an-
gegeben.

Die Struktur der Trialititsgruppen 3Dy(q) fiir ungerades ¢ unterscheidet sich von der fiir
gerades ¢. Ab dem dritten Kapitel wird bei der Betrachtung der Trialitéitsgruppen 2Dy(q)
stets vorausgesetzt, dass g eine ungerade Zahl ist. Unter dieser Voraussetzung wird mit
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den Vorbereitungen zur Bestimmung der generischen Charaktertafel zweier maximaler
parabolischer Untergruppen P und @ von 3Dy(q) begonnen. Eine wesentliche Ingredienz
zur Bestimmung von Charaktertafeln ist die Kenntnis der Konjugiertenklassen.

Das dritte Kapitel beschreibt zunéchst noch einmal kurz die Konjugiertenklassen der
Trialitdtsgruppen sowie einer Boreluntergruppe B. Der grofite Teil des Kapitels widmet
sich dann der Berechnung und Parametrisierung der Konjugiertenklassen von P und @
sowie deren Fusionen in 3D,(q). Diese Fusionen werden spiiter insbesondere zum Ein-
schrinken irreduzibler Charaktere von 2Dy(q) auf P beziehungsweise Q benétigt. Die
hier vorgestellten und benutzten Methoden lassen sich prinzipiell auch allgemeiner zur
Berechnung von Konjugiertenklassen parabolischer Untergruppen in beliebigen endlichen
Gruppen vom Lie-Typ verwenden.

Der Gegenstand des vierten Kapitels ist die gewthnliche Darstellungstheorie der ma-
ximalen parabolischen Untergruppen P und Q von 2Dy(q), insbesondere die vollstindige
Berechnung der generischen Charaktertafel von P sowie eines groflen Teils der generischen
Charaktertafel von (). Bei der Bestimmung der Charaktertafeln von P und ) werden die
folgenden drei Methoden benutzt:

1) Levi-Zerlegung und Clifford-Theorie,
2) Einschrinken der irreduziblen Charaktere von 3Dy(q),

3) Induzieren irreduzibler Charaktere einer Boreluntergruppe.

Im fiinften Kapitel wird mit der modularen Darstellungstheorie in nicht—definierender
Charakteristik der Steinbergschen Trialitédtsgruppen und ihrer parabolischen Untergrup-
pen begonnen. Die /~modularen Zerlegungszahlen von 3Dy(q) hingen von der multiplika-
tiven Ordnung von ¢ modulo £ ab, die in dieser Arbeit mit e bezeichnet wird. Teilt £ die
Gruppenordnung |2Dy4(q)| nicht, so liefert die /~modulare Darstellungstheorie von 3Dy(q)
»im Wesentlichen“ die gleichen Ergebnisse wie die gewohnliche Darstellungstheorie. Es
wird hier daher nur der Fall betrachtet, dass ¢ ein Teiler von |2Dy(q)| ist. Hieraus folgt
e =12, 6, 3, 2 oder 1. Im Fall e = 3 wird ein /-Block von P bestimmt, d.h. es werden
die irreduziblen Charaktere von P angegeben, die in diesem Block liegen, und es werden
der Brauerbaum, die Zerlegungsmatrix sowie die Loewy—Struktur der unzerlegbaren Mo-
duln dieses Blocks bestimmt. Wesentliche Hilfsmittel, die hierbei benutzt werden, sind die
Clifford-Theorie fiir Blocke, Fong—Reduktion und die Brauer-Dade—Theorie fiir Blocke mit
zyklischem Defekt.

Das sechste Kapitel hat die f—modularen Zerlegungszahlen der Trialitdtsgruppen in den
Fillen e = 6 und e = 3 zum Gegenstand. Es werden zwei der bislang unbekannten Zerle-
gungszahlen explizit bestimmt, und fiir weitere werden neue, bessere Schranken bewiesen.
Die Bestimmung der einen dieser beiden Zerlegungszahlen ldsst sich in die folgenden drei
Schritte einteilen:
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1. Schritt:

Analyse des Permutationsmoduls M der Trialitdtsgruppen auf den Nebenklassen nach der
parabolischen Untergruppe Q. Es werden Kopf und Sockel und ein unzerlegbarer direkter
Summand von M sowie dessen Loewy—Struktur bestimmt. Hierbei zeigt sich, dass die
gesuchte Zerlegungszahl als Vielfachheit eines Kompositionsfaktors von M auftritt.

2. Schritt:

Analyse der Einschrankung von M auf einen ~Block von P. Es werden die unzerlegbaren
direkten Summanden der Einschrinkung von M auf einen Block von P und deren Loewy—
Struktur bestimmt. Der Beweis hierzu beruht auf einer Verallgemeinerung der Green—
Korrespondenz von Burry und Carlson.

3. Schritt:
Vergleich von M mit der Einschréinkung von M auf den Block von P. Hieraus ergibt sich
schliellich die gesuchte Zerlegungszahl.

Die andere Zerlegungszahl, die in dieser Arbeit berechnet werden konnte, sowie die ver-
besserten Schranken fiir einige weitere Zerlegungszahlen in den Féllen e = 6 und e = 3
werden durch Induktion projektiver Charaktere von P und Q nach 3Dy(q) bestimmt.

Viele der in dieser Arbeit vorgenommenen Berechnungen, beispielsweise der Konjugier-
tenklassen verschiedener Untergruppen der Trialitdtsgruppen sowie die Bestimmung von
Skalarprodukten und Normen von Charakteren, wurden mit Hilfe des Computeralgebra-
pakets CHEVIE[21], das auf GAP [36] und Maple[8] basiert, durchgefiihrt. Hierzu wurde der
in Kapitel 1 beschriebene Algorithmus zum Rechnen in zusammenhéingenden reduktiven
Gruppen mit Hilfe des Programmpakets CHEVIE [21] im Computeralgebrasystem GAP [36]
implementiert. Zusédtzlich wurden eigene Maple-Programme, basierend auf CHEVIE, zum
FEinschrénken, Induzieren und Inflationieren von Charakteren zwischen generischen Cha-
raktertafeln entwickelt.

Der Einsatz dieser Computerprogramme bietet zwei Vorteile: Zum einen erleichtern sie
die mithsamen Berechnungen erheblich und verringern so die Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten von Rechenfehlern. Zum anderen erméglichen sie gute Tests fiir Charaktere,
beispielsweise die Uberpriifung der Orthogonalititsrelationen fiir Charaktertafeln.

Eine gute Ubersicht iiber die in dieser Arbeit benutzte gew6hnliche Darstellungstheorie
endlicher Gruppen vom Lie-Typ findet man in den Biichern von Digne und Michel [15]
sowie von Carter [7]. Einen guten Einblick in die modulare Darstellungstheorie endlicher
Gruppen vom Lie-Typ in nicht—definierender Charakteristik erhélt man durch die Habili-
tationsschrift von Hif} [24].

Die Darstellung der Rechenergebnisse der einzelnen Kapitel erfordert bisweilen lange
Tabellen, von denen einige iiber mehrere Seiten gehen. Der besseren Ubersichtlichkeit
wegen sind alle Tabellen, die langer als wenige Zeilen sind, in einem Anhang gesammelt.
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Kapitel 1

Rechnen in Gruppen vom Lie-Typ

Im Verlauf dieser Arbeit werden Konjugiertenklassen von Untergruppen der Steinberg-
schen Trialitdtsgruppen sowie Fusionen zwischen diesen Konjugiertenklassen berechnet. Es
ist daher zweckméflig, Methoden zum effizienten Rechnen in diesen Gruppen zur Verfiigung
zu haben. An vielen Stellen wird es im Folgenden niitzlich sein, die Trialitdtsgruppen als
Untergruppen von zusammenhédngenden reduktiven linearen algebraischen Gruppen iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper aufzufassen. Da diese algebraischen Gruppen
untereinander grofle strukturelle Gemeinsamkeiten aufweisen, soll hier gleich das Problem
des Rechnens in solchen reduktiven algebraischen Gruppen betrachtet werden.

Jede lineare algebraische Gruppe {iber einem algebraisch abgeschlossenen Korper F lisst
sich in eine volle lineare Gruppe iiber dem Korper F einbetten. Insbesondere die klassi-
schen Gruppen (z.B. die linearen, orthogonalen oder symplektischen Gruppen) besitzen
treue Matrixdarstellungen, die sich zum Rechnen in diesen Gruppen benutzen lassen. Man
konnte daher versuchen, die Trialitdtsgruppen als Untergruppen einer geeigneten Matrix-
gruppe iiber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper F zu realisieren und dann zwei
Gruppenelemente miteinander multiplizieren, indem man die zugehtrigen Matrizen mit-
einander multipliziert. Fiir die Trialitdtsgruppen — und das gilt fiir alle exzeptionellen
Gruppen vom Lie-Typ — sind solche Matrixdarstellungen jedoch im Allgemeinen nicht
gut handhabbar.

Das Vorgehen in Meinolf Gecks Dissertation [19] und insbesondere die dort angegebe-
nen Relationen in den Tafeln 3.3.1 bis 3.3.3, S. 66 ff, legen einen anderen Zugang nahe.
Jede zusammenhéngende reduktive lineare algebraische Gruppe iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper ldsst sich durch eine Présentation beschreiben, die zum effizi-
enten Rechnen gut geeignet ist. Dieser Zugang hat auch den Vorteil, dass er bei den
nicht-klassischen reduktiven linearen algebraischen Gruppen angewandt werden kann.

Diese Prisentation sowie ein Algorithmus zum Rechnen in solchen algebraischen Grup-
pen sollen in diesem Kapitel beschrieben werden.
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14 Rechnen in Gruppen vom Lie-Typ

1.1 Reduktive algebraische Gruppen und Wurzeldaten

In diesem Abschnitt sollen einige Fakten aus der Theorie der reduktiven linearen algebrai-
schen Gruppen iiber algebraisch abgeschlossenen Kérpern ohne Beweise zusammengestellt
werden. Ausfiihrlichere Informationsquellen hierzu sind die Biicher von T.A. Springer [40]
und J.E. Humphreys [28]. Die in diesem Abschnitt gewéhlte Einfithrung des Wurzelda-
tums folgt im Wesentlichen Section 1.9 aus Carters Buch [7]. Unterschiede zwischen der
hier gewahlten Darstellung und der angegebenen Literatur ergeben sich dadurch, dass wir
in diesem Kapitel meistens Operationen von rechts und nicht von links betrachten.

Wir beginnen mit einer zusammenhéngenden reduktiven linearen algebraischen Grup-
pe G iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper F endlicher Charakteristik p. Wir
sagen, dass p die natiirliche oder definierende Charakteristik von G ist.

In G wéihlen wir einen maximalen Torus T. Die Gruppe X der Homomorphismen al-
gebraischer Gruppen von T nach F* heifit die Charaktergruppe von T. In gleicher Wei-
se fithren wir die Kocharaktergruppe Y als Gruppe der Homomorphismen algebraischer
Gruppen von F* nach T ein. Wir schreiben die Gruppenoperationen in X und Y additiv.
Die Komposition eines v € Y und eines x € X ergibt einen Homomorphismus algebrai-
scher Gruppen von F* nach F*. Dieser hat die Form x o~y : p — p" fiir ein n € Z. Die
Zuordnung (x,7) — (x,7) := n liefert eine Paarung zwischen (den Z-Moduln) X und
Y, d.h. (-,-) ist Z-bilinear und es gibt eine Z-Basis von X und eine Z-Basis von Y, die
beziiglich (-, -) dual zueinander sind.

Es sei nun B eine Boreluntergruppe von G, die T enthélt. Dann ist B ein semidirektes
Produkt B = T x U von algebraischen Gruppen, wobei U das unipotente Radikal von
B bezeichne. In G gibt es genau eine Boreluntergruppe B™, die T enthélt und fiir die
BNB™ = T gilt. Fiir B existiert eine entsprechende Zerlegung in ein semidirektes Produkt
B =T x U, wobei hier U das unipotente Radikal von B~ bedeute.

Wir betrachten nun die minimalen nichttrivialen Untergruppen von U und U, die
von T normalisiert werden. Man kann zeigen, dass diese Gruppen eindimensional, zu-
sammenhingend und unipotent sind. Sie sind also als algebraische Gruppen isomorph zur
additiven Gruppe G, von F. Die Operation (von rechts) von T auf diesen eindimensionalen
Untergruppen liefert Homomorphismen von T in die Gruppe Aut(G,) der algebraischen
Automorphismen von G,. Jeder solche Automorphismus hat die Form p — A - p fiir ein
A € F*. Also ist Aut(G,) isomorph zu F*. Jede der eindimensionalen minimalen Unter-
gruppen liefert also einen Homomorphismus von T nach F*. Diese Homomorphismen sind
Homomorphismen von algebraischen Gruppen und somit Elemente von X. Die Elemen-
te von X, die man auf diese Weise erhilt, heilen Wurzeln von G beziiglich T. Je zwei
verschiedene der eindimensionalen Untergruppen liefern auch verschiedene Wurzeln. Die
Menge ® aller Wurzeln von G beziiglich T heifit das Wurzelsystem von G beziiglich T.
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Das Wurzelsystem ® ist eine endliche Teilmenge von X — {0}, die nicht von der Wahl der
T umfassenden Boreluntergruppe abhéngt. Fiir jede Wurzel r € ® ist auch —r € ®. Die
zu einer Wurzel r gehorende eindimensionale Untergruppe von U bezeichnen wir mit X,.
Die Untergruppen X, fiir r € ® heiflen die Wurzeluntergruppen von G.

Wir untersuchen nun die von X, und X_, erzeugte Untergruppe (X,, X_,) von G etwas
genauer. Es gibt einen Homomorphismus ¢, : SLa(F) — (X, X_,) mit

o ({52 [resh) = maan ({10 ner}) =x...

Das Bild von

L 3)[rer)

unter ¢, ist eine eindimensionale Untergruppe von T. Durch

P (Y1)

wird also eine Abbildung von F* nach T definiert. Man kann zeigen, dass r
morphismus von algebraischen Gruppen, also ein Element der Kocharaktergruppe Y ist.
Wir nennen 7V die zu r gehérige Kowurzel. Die Menge ®V aller Kowurzeln ist eine endliche
Teilmenge von Y.

V' ein Homo-

Wir haben nun jeder zusammenhéngenden reduktiven algebraischen Gruppe ein Qua-
drupel (X, ®,Y, ®") zugeordnet. Bei diesem Quadrupel handelt es sich um ein Wurzelda-
tum in folgendem Sinne:

1.1.1 Definition (Wurzeldatum)

Es seien X und Y freie abelsche Gruppen endlichen Ranges mit einer dualen Paarung

(-,-): X XY — Z. Es seien ferner ® und ®" endliche Teilmengen von X bzw. Y mit einer

Bijektion V : & — & r s rV. Fiir r € ® definieren wir Endomorphismen s, und s,/ von

X bzw. Y durch: y
ey = e (1)
sp(y) = y—(rnyr

(xe X,yeY).Gilt (r,7") =2 und s,(P®) = ® und s,/ (®") = ®" fiir alle r € P, so heifit
(X,®,Y,®") ein Wurzeldatum.

Das der zusammenh#ngenden reduktiven linearen Gruppe G wie oben zugeordnete Wur-
zeldatum héngt von der Wahl des maximalen Torus T ab (nicht jedoch von der Wahl der
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T umfassenden Boreluntergruppe B). Wir wollen es daher mit
U(G,T):=(X,®,Y,®")

bezeichnen. Die Abhéngigkeit von T ist jedoch keine wesentliche. Ist ndmlich T’ ein wei-
terer maximaler Torus von G, so kann man zeigen, dass die Wurzeldaten ¥(G, T) und
U(G,T’) im Sinne der folgenden Definition isomorph sind:

1.1.2 Definition (Isomorphie von Wurzeldaten)

Zwei Wurzeldaten (X, ®,Y,®V) und (X', ®',Y’, ®"Y) mit dualen Paarungen (-,-) bzw.
(-,-)" heiBen isomorph, wenn es Abbildungen f: X — X’ und ¢g : Y — Y’ mit folgenden
Eigenschaften gibt:

f und ¢ sind Z-Modulisomorphismen,

(f(x),9() = (x,7) fir alle xy € X, y €Y,
(c) f(®) =@ und g(®") = @,

Aus der Tatsache, dass in einer zusammenhéngenden algebraischen Gruppe alle maximalen
Tori konjugiert sind, folgt, dass das Wurzeldatum ¥(G,T) einer zusammenhingenden
reduktiven Gruppe G bis auf Isomorphie nicht von der Wahl von T abhéingt. Wir nennen
daher etwas unprizise U(G, T) hiufig einfach nur das zu G gehorige Wurzeldatum.

Die zusammenhéngenden reduktiven linearen algebraischen Gruppen iiber einem al-
gebraisch abgeschlossenen Korper F lassen sich iiber die Wurzeldaten klassifizieren: Zu
jedem Wurzeldatum W gibt es bis auf Isomorphie von algebraischen Gruppen genau eine
zusammenhéingende reduktive lineare algebraische Gruppe G iiber dem Korper F, deren
Wurzeldatum isomorph zu W ist.

Eine zusammenhéngende reduktive lineare algebraische Gruppe, die keinen von {1} ver-
schiedenen auflésbaren zusammenhéngenden abgeschlossenen Normalteiler enthélt, heifit
halbeinfach. Ist G eine halbeinfache algebraische Gruppe mit Wurzeldatum (X, ®,Y, ®V)
und gilt X = Z®, so heiit G halbeinfach von adjungiertem Typ. Diese Gruppen werden
insbesondere in Abschnitt 1.4 noch eine wichtige Rolle spielen.

1.2 Wurzelsysteme und Weylgruppen

Wir behalten die Bezeichnungen aus dem vorigen Abschnitt bei. Es sei also weiter T
ein maximaler Torus der zusammenhéingenden reduktiven Gruppe G und V(G,T) =
(X,®,Y,®") das zughorige Wurzeldatum. Wir wihlen eine Boreluntergruppe B von G,
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die T enthélt und zerlegen B wie im vorigen Abschnitt: B = T x U. In entsprechender
Weise schreiben wir die entgegengesetzte Boreluntergruppe B~ als semidirektes Produkt
von algebraischen Gruppen: B =T x U".

Es sei @ der von ® erzeugte Z-Untermodul von X. Die Menge ® der Wurzeln kénnen
wir als Teilmenge von Q ®7 R auffassen. Man kann zeigen, dass ® ein Wurzelsystem (im
Sinne der Definition von Bourbaki [3], Ch. VI, §1) in @ ®z R ist. Diejenigen Wurzeln
r € ®, deren zugehorige Wurzeluntergruppen X, in U enthalten sind, bilden die (durch U
festgelegten) positiven Wurzeln ®+ des Wurzelsystems ®. Die iibrigen Wurzeln von &
sind die negativen Wurzeln der angegebenen; sie gehoren zu Wurzeluntergruppen, die in
U’ enthalten sind. Die Menge der Kowurzeln @V bildet in analoger Weise ein Wurzelsystem
in Q' ®z R, wobei ' den von ®V erzeugten Z-Untermodul von Y bezeichne.

Weiter wollen wir mit N(T) den Normalisator von T in G bezeichnen und mit W die
Restklassengruppe N (T)/T. Die Gruppe W ist endlich und heiit Weylgruppe von G. Die
Weylgruppe W von G ist isomorph zu den Coxetergruppen, die durch die Reflektionen
an den Wurzeln eines Fundamentalsystems von @ C X beziehungsweise von ®" erzeugt
werden. (Zu einer Wurzel r mit Kowurzel r¥ verstehen wir unter der Reflektion an r
bzw. an r" die in (1.1) definierten Endomorphismen s, und s, von X beziehungsweise Y.)
Wir beschreiben noch kurz diesen Isomorphismus: N(T) operiert auf T vermoge Konju-
gation, und da T abelsch ist, hingt die Operation von n € N(T) nur von der Restklasse
w:=nT € W = N(T)/T ab. (Wir verwenden fiir diese Operation von W auf T dann
auch die Schreibweise “t := "t = ntn~! und t* := t" = n~!tn.) In kanonischer Weise sind
hierdurch auch Operationen von w € W auf X und Y erklart, fiir xy € X, v € Y,h € T
und p € F* schreiben wir:

X" (h) == x(h*) und v*(p) == 7(p)" (1.2)
(die Schreibweise fiir die Operation auf X ist invers zu der auf Seite 18 in Carters Buch [7];
zur Begriindung siehe Liibeck [34], Seite 23). Dabei gilt fiir alle w € W, dass w(®) = ®
und w(®Y) = ®V ist. Die Abbildung, die w die Operation von w auf X zuordnet, liefert
den Isomorphismus von N(T)/T auf die Coxetergruppe zu ® und entsprechend fiir Y. Es
seien 7 € ® und s, bzw. s,/ die Reflektionen an r bzw. rY, sowie ¢, wie auf Seite 15.
Dann ist ein Vertreter eines Urbildes unter diesen Isomorphismen von s, bzw. s in N(T)

durch ¢, ( —01 (1) > gegeben.

1.3 Kommutatorrelationen

Es sei weiterhin G eine zusammenhéngende reduktive Gruppe mit maximalem Torus T
und Wurzeldatum ¥ (G, T) = (X, ®,Y, ®"). Wir wihlen wieder Boreluntergruppen B und
B von G mit T C B und BN B = T. Die Boreluntergruppen B und B™ zerlegen wir
wieder n B=TxUund B =TxU".
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Jeder Wurzel r € ® hatten wir in Abschnitt 1.1 eine Wurzeluntergruppe X, € U U
U™ zugeordnet. Man kann zeigen, dass G von T und den Wurzeluntergruppen X, fiir
r € ® erzeugt wird. Fiir das Rechnen in G ist es also plausibel, Relationen zwischen den
Elementen der Wurzeluntergruppen zu suchen.

Wie bereits in Abschnitt 1.1 erwdhnt, ist jede Wurzeluntergruppe X, als algebraische
Gruppe isomorph zur additiven Gruppe G, von F. Wir koénnen also zu jeder Wurzel
r € ® einen Isomorphismus von algebraischen Gruppen x, : G, — X, wihlen. Diese
Isomorphismen kénnen so gewéhlt werden, dass

t e (u)t = 2. (r(t)u) (1.3)

1

fiir alle v € F und ¢t € T gilt. Fiir den Kommutator [x,y] := 2~y '2y zweier Gruppen-

elemente z und y gilt dann:

1.3.1 Satz (Kommutatorrelationen)
Es seien r,s € ® mit r # +s. Auf ® sei eine beliebige Totalordnung gegeben. Fiir alle
Paare natiirlicher Zahlen i, j mit ir 4+ js € ® existieren eindeutig bestimmte Konstanten
Crs;i,j € F, so dass

oz = [] wirsss (ersist's’) (1.4)

1,7>0

fiir alle u,t € F gilt. Die Faktoren des Produkts auf der rechten Seite seien hierbei aufstei-
gend beziiglich der auf ® gegebenen Totalordnung angeordnet.

Beweis: Siehe Proposition 8.2.1 und Proposition 8.2.3 in Springer [40]. |

Es stellt sich nun natiirlich die Frage nach der expliziten Berechnung der Koeffizien-
ten ¢y j, die wir manchmal auch Kommutatorformelkoeffizienten nennen wollen. Doch
bevor wir uns der Bestimmung der Koeffizienten ¢, s, ; aus der Kommutatorformel (1.4)
zuwenden, wollen wir eine ,geschicktere® Wahl der Isomorphismen z, : G, — X,
betrachten, die durch das folgende Lemma nahegelegt wird.

1.3.2 Lemma
Die Homomorphismen z, : G, — X, kénnen so gewéahlt werden, dass fiir alle r € ®

ny = zp()z_p(—=1)z, (1) (1.5)

in N(T) enthalten ist und unter dem in Abschnitt 1.2 beschriebenen surjektiven Homo-
morphismus N(T) — W auf s, abgebildet wird und dass fiir alle u € F* gilt:

zr(w)z_ (—u™ Dz, (u) = ner (u). (1.6)

Beweis: Analog zum Beweis von Lemma 8.1.4 in Springer [40] (unter Beriicksichtigung
der Tatsache, dass T in (1.3) von rechts auf den Wurzeluntergruppen operiert). |



Die Koeffizienten c;s; j fiir halbeinfache Gruppen von adjungiertem Typ 19

Die Eigenschaften aus (1.3) und Lemma 1.3.2 sind in folgender Definition zusammenge-
fasst:

1.3.3 Definition (Realisierung von Wurzelsystemen)

Eine Familie (7)., von Isomorphismen algebraischer Gruppen z, : G, — X, die
die Eigenschaften aus (1.3) und Lemma 1.3.2 erfiillen, nennen wir eine Realisierung des
Wurzelsystems @ in G.

Wir wihlen nun auf @ eine beliebige Totalordnung. Zu jeder Realisierung (), g von
® in G gehort dann vermoge Satz 1.3.1 eine Familie von Kommutatorformelkoeffizien-
ten (¢ps:4,5). Im néchsten Abschnitt werden wir in dem Fall, dass G eine halbeinfache
algebraische Gruppe von adjungiertem Typ ist, eine Realisierung (z,) konstruieren, deren
zugehorige Koeffizienten (¢, . ;) relativ leicht berechnet werden konnen.

1.4 Die Koeffizienten c,;; fiir halbeinfache Gruppen von
adjungiertem Typ

Die Bezeichnungen aus dem vorigen Abschnitt seien auch in diesem Abschnitt weiter giiltig.
Wir wollen uns nun mit der expliziten Berechnung der Koeffizienten ¢, s,; ; beschéftigen,
allerdings zun#chst nur fiir halbeinfache algebraische Gruppen von adjungiertem Typ.

In seinem Tohoku-Artikel [9] hat Chevalley unter anderem eine explizite Konstruktion
fiir halbeinfache algebraische Gruppen von adjungiertem Typ gegeben. Diese Konstruktion
liefert eine Parametrisierung der Wurzeluntergruppen, so dass die zugehorigen Kommuta-
torformelkoeffizienten ¢, s.; ; ganzzahlig sind und relativ leicht berechnet werden konnen.
Dies soll nun naher ausgefiihrt werden. Wir folgen hierzu in weiten Teilen den Ausfithrun-
gen aus Kapitel 4 in Carters Buch [6].

Wir wollen nun die fiir uns wesentlichen Teile von Chevalleys Konstruktion halbeinfacher
algebraischer Gruppen von adjungiertem Typ skizzieren. Solche Gruppen werden durch
Wurzelsysteme klassifiziert (sieche Theorem 32.1 in [28]). Unser Ausgangspunkt sei also
ein beliebiges Wurzelsystem @® in einem R-Vektorraum V. Wir setzen voraus, dass der
R—Vektorraum V von ® aufgespannt wird. Wir wollen nun eine halbeinfache algebraische
Gruppe G mit Wurzelsystem @® iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper F der
Charakteristik p konstruieren.

Es sei L eine halbeinfache Lie-Algebra tiber C mit Wurzelsystem ®. Wir betten ® mit
Hilfe der Killing—Form in eine Cartan—Unteralgebra H von L ein und fassen die Wurzeln
r € ® als Elemente von H auf. Fiir zwei Wurzeln r, s € ® setzen wir

2(r, s)

A’I”S = (’I", T‘) )
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wobei (-,-) die Killing-Form auf L bedeute. Es ist dann A,s € {0,+1,£2,4+3} fur alle
Wurzeln r, s € ®. Wir wéhlen in ® ein Fundamentalsystem A = {d1,...,d;}. Setzt man
h, = (3—’;) fir r € ®, so ist jedes h, eine Z-Linearkombination der h,, r € A. Die Lie—
Algebra L besitzt dann eine C-Basis {h,|r € A} U {e,|r € @}, deren Elemente wie folgt
miteinander multipliziert werden:

[hry hs] = 0 fiir alle r,s € A

[hroes] = Apses fiir aller € A und s € ®,
ler,e—r] = hy, fiir alle r € @,

ler,es] = Nysepps firaller,se ® r# —s.

Dabei ist N,s =0, falls r + s ¢ ® und
Nys = eps(m +1) mit g,5 € {1,—1}, (1.7)

falls r + s € ®. Die nicht—negative ganze Zahl m ist eindeutig festgelegt durch die Bedin-
gung, dass s —mr € ®, aber s — (m + 1)r ¢ ® gilt. Man hat nun:

1.4.1 Satz (Identitéiten fiir die Konstanten N,;)
Fiir die wie oben definierten Konstanten N, gelten die folgenden Identitéten:

(a) Ngr = —N,s fiir aller, s € ®.
(b) Fiir r1,r2,73 € ® mit 11 + ro +r3 = 0:

NTl,Tz _ NT2,T3 _ NT3,T1

(r3,r3)  (r1,r1)  (re,re)

(¢) NysN_y_s = —(m+1)? fiir r, 8,7 + s € ® und m wie oben.
(d) Fiir r1,79,73,74 € ® mit ri + 12+ r3 + 14 =0 und r; # r; fiir alle i # j:

N"'l T2 N""377"4 4 N”'277'3 N"'l T4 4 N”"377‘1 N7'277'4

=0.
(ri+re,ri4+re)  (ro+rs,ro+rs) (rs+ri,r3+11)

Beweis: Siehe Theorem 4.1.2 in Carter [6]. |

Carter beschreibt in seinem Buch [6] eine Methode, wie die Vorzeichen ¢,¢ der Konstan-
ten N, gewahlt werden konnen. Diese Methode beruht auf dem Begriff der ,,extraspeziellen
Paare®, der nun eingefiihrt werden soll.

Zunichst definieren wir auf V eine Totalordnung wie folgt: Es sei V* die Menge aller
Vektoren v = 2221 ¢;9; € V, bei denen der erste von Null verschiedene Koeflizient ¢;
positiv ist. Wir schreiben dann v > w fiir v,w € V, falls v — w € V' ist.
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1.4.2 Definition (spezielle und extraspezielle Paare von Wurzeln)

Mit den Bezeichnungen wie oben heifle ein geordnetes Paar (r,s) von Wurzeln speziell,
wenn r + s € ® und 0 < r < s gilt. Ein spezielles Paar (r, s) heifit extraspeziell, wenn fiir
alle speziellen Paare (r1,s1) mit r1 + s; = r + s folgt, dass r < ry ist.

1.4.3 Bemerkung
Die extraspeziellen Paare stehen in Bijektion zu den positiven, nicht—einfachen Wurzeln
in ® vermoge: (r,s) — r + s.

Carter beschreibt auf den Seiten 58 und 59 seines Buches [6], dass man die Vorzeichen
ers fiir alle extraspeziellen Paare (r,s) beliebig wihlen kann und dass die Vorzeichen &,
fiir die iibrigen Paare (r,s) € ® x ® mit r + s € ® bereits eindeutig bestimmt sind. Car-
ter fithrt a.a.O. auch aus, wie man die restlichen Vorzeichen aus den Vorzeichen auf den
extraspeziellen Paaren mit den in Satz 1.4.1 angegebenen Relationen rekursiv berechnen
kann. Wir kénnen also von nun an die Konstanten N, fiir r, s € ® als bekannt vorausset-
zen. Wir fahren nun weiter fort in der Beschreibung der Konstruktion der halbeinfachen
algebraischen Gruppe von adjungiertem Typ.

Es sei Lz die Teilmenge von L, die aus den Z-Linearkombinationen der h, (r € A)
und e, (r € ®) besteht. Da sdmtliche Strukturkonstanten von L beziiglich der Basis
{hy|r € A} U {er|r € ®} ganze Zahlen sind, wird Lz in natiirlicher Weise eine Lie-
Algebra iiber Z. Somit wird Ly := Lz ®z F in natiirlicher Weise eine Lie-Algebra iiber F,
deren Strukturkonstanten die Strukturkonstanten von L, modulo p genommen, sind. Fiir
r € ® und ¢ € C ist exp(c- ad(e;)) ein Automorphismus von L. Daraus ldsst sich ein
Automorphismus z,(t) von Ly konstruieren. Definiert man dann G als das Erzeugnis der
Automorphismen z,(t), r € ®, t € F, so ist G eine halbeinfache algebraische Gruppe
von adjungiertem Typ mit Wurzelsystem ®. Die Wurzeluntergruppen von G sind gegeben
durch X, = (z,(t)|t € F). Die Abbildungen z, : G, — X, bilden eine Realisierung (z,)
von ® in G (vgl. Theorem 7.2.2 und die Bemerkungen auf Seite 100 in Carters Buch [6]).

Die Kommutatorformelkoeffizienten beziiglich dieser Realisierung lassen sich nun be-

rechnen. Hierzu seien r,s € ®, rr # +s. Es sei —mr + s,...,nr + s die r-Kette durch s.
Fiir i = 1,...,n setzen wir (vergleiche Carter [6], Seite 61):
1
My s = ENr,sNr,rJrs o 'Nr,(i—l)r+s : (1.8)

Die oben eingefithrte Totalordnung auf V' induziert eine Totalordnung auf ®. Fiir die
Kommutatorformelkoeffizienten von G beziiglich dieser Totalordnung auf ® und der oben
beschriebenen Realisierung (z,) gilt:

Crsi,l = M, ;i

Crslj = _MSTj (1 9)
1 .

Crs;3,2 = _ngJrs,r,Q

2
Crs;2,3 = _§Ms+7‘,s,2-
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Diese Formeln folgen aus dem Beweis von Theorem 5.2.2 in Carters Buch [6]. Damit haben
wir eine Methode, um die Kommutatorformelkoeffizienten fiir halbeinfache algebraische
Gruppen von adjungiertem Typ zu berechnen (beziiglich einer geeigneten Realisierung
des Wurzelsystems). Im néchsten Abschnitt wird es darum gehen, diese Ergebnisse auf
zusammenhéngende reduktive (nicht notwendigerweise halbeinfache) Gruppen zu iiber-
tragen.

1.5 Die Koeffizienten ¢, ;; im allgemeinen Fall

Wir kehren wieder zu den Bezeichnungen aus Abschnitt 1.3 zuriick. Insbesondere sei also G
wieder eine zusammenhingende reduktive (nicht notwendigerweise halbeinfache) Gruppe
mit maximalem Torus T und Wurzeldatum ¥(G,T) = (X, ®,Y,®V).

Zur weiteren Untersuchung der Koeffizienten ¢, s ; aus der Kommutatorformel (1.4)
wollen wir uns noch etwas genauer mit Realisierungen des Wurzelsystems ® in G beschéfti-
gen.

Es sei I die Menge aller Quadrupel (r,s,4,j) mit r,s € ®, r # +s sowie i, € N mit
ir+ js € ®. Es sei weiter M definiert als die Menge aller Familien (cm;i,j)(
Elementen aus F. Wir nennen zwei Familien (¢ s;i;) und (c]. o.; ;
eine Familie von Konstanten (¢, ),ce aus F* existiert, so dass

r,s,,5)€l YOIl
) aus M dquivalent, wenn

/ e P .
Crsiij — Cr Cs™ Cir+jsCr,sii,j

fiir alle (r,s,4,j) € I gilt (vergleiche Springer [40], Seite 156). Hierdurch ist auf M eine
Aquivalenzrelation gegeben.

Auf ® wihlen wir nun eine beliebige Totalordnung und behalten diese fiir den Rest
dieses Abschnitts bei. Zu jeder Realisierung (z,),.e von ® in G gehort dann vermoge
Satz 1.3.1 eine Familie von Kommutatorformelkoeffizienten (c; s.i.j)(rs,i,5)er- Es gilt:

1.5.1 Lemma

Es sei (7,),c eine Realisierung von ® in G und (cs;,j) die zugehérige Familie von
Koeffizienten in der Kommutatorformel (1.4). Genau dann tritt eine Familie (c]. ., ;) € M
als Familie von Koeffizienten in der Kommutatorformel (1.4) zu einer (moglicherweise
anderen) Realisierung von ® in G auf, wenn die Familien (¢, s ;) und (c, .; ;) dquivalent

) 738315
sind.

Beweis: Dies folgt aus Lemma 8.1.4 und Proposition 8.2.1 in Springer [40]. n
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Mit anderen Worten: Zu jeder zusammenhéngenden reduktiven Gruppe mit Wurzeldatum
(X,®,Y,®") gehort bei vorgegebener Totalordnung auf @ bis auf Aquivalenz genau eine
Familie von Kommutatorformelkoeffizienten (¢, s ;).

Der folgende Satz wird es ermoglichen, die Berechnung der Koeffizienten (¢, ;) auf die
Berechnung der Kommutatorformelkoeffizienten halbeinfacher Gruppen von adjungiertem
Typ zuriickzufithren. Zu seiner Formulierung wollen wir noch einmal in Erinnerung ru-
fen, dass bei einem Wurzeldatum (X, ®,Y, ®V) stets ® ein Wurzelsystem in Q ®z R ist,
wobei mit @ der von ® erzeugte Z—Untermodul von X gemeint ist (vgl. Abschnitt 1.2).
Ist G eine zusammenhingende reduktive lineare algebraische Gruppe mit Wurzeldatum
U(G) := (X,®,Y,®") und Q der von ¥ erzeugte Z-Untermodul in X, so folgt aus Co-
rollary 8.1.9 und dem Beweis von Theorem 10.1.1 in Springer [40], dass dann ein Wur-
zeldatum der Form ¥’ := (Q,®,Y’, ®'V) existiert. Nach dem Klassifikationssatz fiir zu-
sammenhéngende reduktive Gruppen existiert dann eine zusammenhéngende reduktive
Gruppe H mit Wurzeldatum ¥’. Es gilt:

1.5.2 Satz

Es seien G und H zusammenhéngende reduktive Gruppen mit Wurzeldaten (X, ®,Y, ®V)
bzw. (Q,®,Y’, ®"V), wobei Q der von ® erzeugte Z-Untermodul von X sei. In G und H
seien Realisierungen von ® gewéhlt, und es seien (¢, ;) bzw. (c%sw) die zugehdrigen
Familien von Kommutatorformelkoeffizienten. Dann sind (c;,s;; ;) und (c;. ; ;) dquivalent.

Beweis: Dies folgt aus Theorem 9.5.4 in Springer [40]. [ |

Satz 1.5.2 ermdglicht nun die schon angesprochene Reduktion der Berechnung der ¢, s.; ;
auf die entsprechende Berechnung bei halbeinfachen Gruppen von adjungiertem Typ in der
folgenden Weise: Es sei G eine zusammenhéngende reduktive Gruppe mit Wurzeldatum
U(G):= (X, ®,Y,®Y). Es sei ferner @ der von ® erzeugte Z-Untermodul in X. Wie in den
Anmerkungen vor Satz 1.5.2 erldutert, existiert dann eine zusammenhéngende reduktive
Gruppe H mit einem Wurzeldatum der Form ¥ := (Q,®,Y’, ®'V). Wegen Q = ZP
ist H halbeinfach von adjungiertem Typ. Aus Satz 1.5.2 und Lemma 1.5.1 folgt nun,
dass es eine Realisierung von ® in G und eine Realisierung von ® in H gibt, so dass die
zugehorigen Familien von Kommutatorformelkoeffizienten iibereinstimmen. Hiermit ist die
Berechnung der Koeffizienten (¢, . ;) einer zusammenhéngenden reduktiven Gruppe auf
die entsprechende Frage bei halbeinfachen Gruppen von adjungiertem Typ reduziert.

Damit haben wir nun einen Algorithmus, mit Hilfe dessen wir die Kommutatorfor-
melkoeffizienten (beziiglich einer geeigneten Parametrisierung der Wurzeluntergruppen)
berechnen kénnen. Dieser soll im néchsten Abschnitt noch einmal kurz zusammengefasst
und seine Bedeutung fiir das Rechnen in U besprochen werden.
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1.6 Ein Algorithmus zum Rechnen in U

Mit den in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten Methoden haben wir nun fast
alle Werkzeuge in der Hand, um in der unipotenten Untergruppe U rechnen zu kénnen.
Wir behalten die Bezeichnungen aus den vorigen Abschnitten bei. Es sei also insbesondere
G eine zusammenhéingende reduktive Gruppe mit maximalem Torus T und Wurzeldatum
U(G,T) = (X,®,Y,®V). Es sei B eine Boreluntergruppe von G, die T enthilt und
die wir wieder in ein semidirektes Produkt B = T x U zerlegen. Wir hatten bereits in
Abschnitt 1.2 gesehen, dass diejenigen Wurzeln des Wurzelsystems ®, deren zugehorige
Wurzeluntergruppen in U enthalten sind, ein System positiver Wurzeln in ® bilden. Wir
gehen davon aus, dass das Wurzeldatum ¥ von G durch folgende Informationen gegeben
ist:

e cin Fundamentalsystem A = {d1,...,9;} von ®. Die einfachen Wurzeln §; fiir i =
1,...,1 seien als Z-Linearkombinationen einer Basis {x1,...,xn} von X gegeben.

e cin Fundamentalsystem AY = {4§Y,...,8} von ®". Die einfachen Kowurzeln ¢, fiir
i = 1,...,0 seien als Z-Linearkombinationen einer zur Basis {x1,...,Xxn} dualen
Basis {71,...,7} von Y gegeben.

Aus diesen Angaben lassen sich dann die Zahlen (J;, (5;/> fir 4,7 = 1,...,[ bestimmen, mit
Hilfe derer man alle Wurzeln aus ® und alle Kowurzeln aus ®" berechnen kann (ein ent-
sprechender Algorithmus wird beispielsweise auf Seite 56 in Humphreys [26] beschrieben).

Wir versehen das Wurzelsystem @ mit der auf Seite 20 beschriebenen Totalordnung
beziiglich des Fundamentalsystems A. Es sei ®* = {ry,...,r,} das zu A gehorige Sy-
stem von positiven Wurzeln, und es gelte v < --- < 1y, beziiglich der soeben definierten
Totalordnung. Es gilt:

1.6.1 Satz
Die Abbildung ¢ : G — U mit

1y stm) = xpy (1) 20y (t2) - 2y, (Em)
ist ein Isomorphismus von Varietéten.

Beweis: Siche Proposition 8.2.1 in Springer [40]. |

Wir wollen nun die zum Rechnen in U notwendigen Schritte noch einmal kurz zusam-
menfassen. Zunéchst bestimmen wir in einer einmaligen Rechnung die Kommutatorkoef-
fizienten beziiglich einer geeigneten Parametrisierung der Wurzeluntergruppen:

Berechne die extraspeziellen Paare wie folgt: = durchlaufe die nicht-einfachen, positiven
Waurzeln von ®. Bestimme nun die (beziiglich der gewihlten Totalordnung) kleinste
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positive Wurzel s, so dass r — s € @7 ist. Dann ist (s,r — s) das zu r gehorige
extraspezielle Paar im Sinne von Bemerkung 1.4.3.

Wihle fiir alle extraspeziellen Paare (r, s) die Vorzeichen ¢,5 € {1, —1} der Konstanten
N, s beliebig. Setze dann fiir diese Wurzelpaare N, 5 wie in Formel (1.7).

Berechne die Konstanten N, ; fiir die restlichen Wurzelpaare (7,s) € ® x ® mit r # +£s
rekursiv mittels Satz 1.4.1.

Berechne dann fiir alle (7, s, 4, j) € I die Kommutatorformelkoeffizienten ¢, s.; ; mit den
Formeln (1.8) und (1.9).

Nach Satz 1.6.1 lésst sich jedes Element x aus U eindeutig schreiben in der Form

T = xp (t1) 2y (t2) - - Ty, () (1.10)

und umgekehrt ist jedes Element dieser Gestalt in U. Wir wollen (1.10) auch als die
Normalform von x bezeichnen. Die Kommutatorrelationen Satz 1.3.1 ermoglichen es, das
Produkt zweier beliebiger Elemente

T =Ty (1) Ty (t2) -+ - Tp, (t) und y = ) (tll)xrz (tlz) Ty, (t;n)

aus U wieder in die Normalform (1.10) zu bringen. Als effizienteste Methode hat sich hier-
bei die ,,Collection from the left“ erwiesen, wie sie auf Seite 401ff in Sims [38] beschrieben
ist.

Wir invertieren ein Element

T = Tp, (tl)xm (t2) Ty, (tm) s

indem wir sein Inverses in der Form

et =y, (<) -y ()2 (—t)

schreiben und dann eine ,,Collection from the left“ durchfiihren.

Haufig ist es von Nutzen, ein Element x € U mit Hilfe der Kommutatorrelationen Satz 1.3.1
in eine Gestalt

L= Ty, (tll)l‘rg (tIQ) Cr Tl (t{m)
/

zu {iberfithren, bei der die 71, ..., ], paarweise verschiedene positive Wurzeln sind, fiir die
aber nicht notwendigerweise 7] < --- < 1/ gilt (es handelt sich also im Allgemeinen nicht
um die Normalform von ). In Abschnitt 1.9 wird fiir uns die Situation von Interesse sein,
die in der folgenden Bemerkung 1.6.2 behandelt wird. Eine Teilmenge @’ C ® nennen wir

abgeschlossen, wenn gilt: Aus r,s € ® und r + s € ® folgt, dass auch r + s € ' ist.
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1.6.2 Bemerkung
Es sei @' die disjunkte Vereinigung zweier abgeschlossener Teilmengen Wy, ¥y C T,
Dann ldsst sich jedes x € U mit Hilfe der Kommutatorrelationen Satz 1.3.1 in endlich

vielen Schritten auf die Form
x = H xp(ty) - H z,(t,)
rew; revsy

bringen. Hierbei sind die beiden Produkte aufsteigend beziiglich der oben beschriebenen
Totalordnung auf ® angeordnet.

Beweis: Es sei © = x5, (t1)xs,(t2) - - - 25, (tx) € U fiir ein k € N, s1,...,8, € &1 und
t1,...,tx € F. Wir definieren M’ := max{Hohe(r)|r € ¥;}. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass {si, s2,...,sx} N ¥; nichtleer ist (denn sonst

wére die Normalform von x bereits eine Darstellung von x in der gesuchten Form, da auf
Grund der Abgeschlossenheit von Wy bei der Uberfithrung von z in die Normalform mit
Hilfe der Kommutatorrelationen (1.4) nur zusétzliche Terme der Form z,(t) mit r € o
entstehen). Wir definieren weiter m’ := min{Héhe(r) |r € {s1,...,sx} N ¥1}. Wir fithren
den Beweis durch vollstéindige (Abwérts—)Induktion nach m/.

Induktionsanfang m’ = M’: Es geniigt, den Fall s1,...,5,_1 € V5 und s, € ¥y zu be-
trachten (da Wy und Wy abgeschlossen sind). Es gilt also Hohe(sy) = M’. Durch sukzessive
Anwendung der Kommutatorrelationen Satz 1.3.1 schiebt man z, (¢;) ganz nach links und
erhélt dann

v =z, (tr) - Ty (1)) 74, (t9) g, (o).
Es gilt s},55,...,s),, € ¥y (da die s}, die durch die Kommutatorrelationen neu hinzu-
gefiigt wurden, alle eine Hohe strikt grofer als Hohe(sy) = M’ haben). Wir kénnen
Ty (t1)Ts, (t’Q)aUS;c (t},) durch ,,Collection from the left* auf Normalform bringen, die wegen
der Abgeschlossenheit von ¥4 in Hre% X, enthalten ist. Damit haben wir eine Darstellung
von x der gesuchten Art konstruiert.

Induktionsschritt von m’ + 1 auf m/: Es geniigt auch hier, den Fall sq,...,s,_1 € ¥5 und
sk € Wp zu betrachten. Durch sukzessive Anwendung der Kommutatorrelationen Satz 1.3.1
schiebt man z, (t;) ganz nach links und erhélt dann

T = Tgy, (tk) : xs’l (tll)xs’2 (tIQ)xs;C, (t;fl)'

Jede der positiven Wurzeln s}, s5,..., s}, ist in U5 oder hat eine strikt grofere Hohe als
Héhe(sy,) = m'. Wir konnen also auf z (t])zy, (t’z)xS; (t},) die Induktionsvoraussetzung
anwenden und erhalten damit eine Darstellung von x der Form =z = yz, wobei y ein
Produkt von z,(¢,) mit » € ¥y und z ein Produkt von x,(¢.) mit r € Wy ist. Durch
,,Collection from the left* kénnen wir z und y jeweils auf Normalform bringen, die wegen
der Abgeschlossenheit von Wy und W wieder in [] oy, Xr bzw. [[,cy, X; enthalten ist.
Damit haben wir eine Darstellung von x der gesuchten Art konstruiert. |
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Man beachte, dass der Beweis von Bemerkung 1.6.2 konstruktiv ist. In Abschnitt 1.9
werden wir auf Bemerkung 1.6.2 in den folgenden beiden Spezialfillen zuriickgreifen:

o Uy ={r}, Uy =&+ —{r}, wobei r € ®* eine einfache Wurzel ist,

o Uy = {r € & |rw ist negative Wurzel}, ¥y = {r € ® |rw ist positive Wurzel},
wobei w € W ein Weylgruppenelement ist.

1.6.3 Bemerkung

Algorithmen zur Berechnung der Strukturkonstanten [V, ; und der Kommutatorformelko-
effizienten ¢, ,,; ; sowie zum Rechnen in der unipotenten Untergruppe U wurden von Frank
Liibeck, Christoph Kohler und mir selbst basierend auf dem Softwarepaket CHEVIE [21]
des Computeralgebrasystems GAP [36] implementiert. Algorithmen zur effizienten Berech-
nung der Konstanten N, s in den Computeralgebrasystemen GAP [18] und Magma [2] wur-
den unabhéngig von der vorliegenden Arbeit von Willem de Graaf implementiert. Eine
GAP-Implementation eines Algorithmus’ zum Rechnen in unipotenten Untergruppen von
Chevalley—Gruppen wurde — ebenfalls unabhéngig von der vorliegenden Arbeit — von Ser-
gei Haller in GAP vorgenommen, siehe [23].

1.7 Eine Prasentation

Es sei auch in diesem Abschnitt G eine zusammenhéingende reduktive Gruppe mit maxi-
malem Torus T und Wurzeldatum ¥ (G, T) = (X, ®,Y, ®"). Wir wollen nun eine Prisen-
tation angeben, die uns das Rechnen in G erméglicht. Diese Présentation orientiert sich
an der in Section 9.4 in Springers Buch [40] beschriebenen.

Zunichst wihlen wir in @ ein System ®* von positiven Wurzeln, und es sei A ein
zugehoriges Fundamentalsystem von ®. Mit Hilfe des Fundamentalsystems A versehen wir
® mit einer Totalordnung wie auf Seite 20 beschrieben. Wir wihlen eine Realisierung (z,)
von ® in G, so dass die zugehorigen Kommutatorformelkoeffizienten (c, . ;) beziiglich
der soeben definierten Totalordnung auf ® den Formeln (1.8) und (1.9) geniigen. Die
Existenz einer solchen Realisierung wurde in den Abschnitten 1.4 und 1.5 bewiesen. Wir
konnen samtliche Konstanten N, sowie .4, wie sie in Abschnitt 1.4 eingefithrt wurden,
fir r, s € ® mit r # £s, als bekannt voraussetzen.

Fiir Wurzeln r, s € ® mit r # +s setzen wir

Nrs ' = (_1)m Sromrte’Er,orie )

Er,—mr+s " Er(n—m—1)r+s
wobeil m und n durch die r-Kette

—-mr+S,...,nr+s
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durch s gegeben seien (vergleiche Carter [6], Seite 95). Fiir r, s € ® mit r = +s sei
Nps 1= —1.

Wir kénnen nun mit der Beschreibung einer Prisentation von G beginnen. Wir defi-
nieren T als die Gruppe Hom(X,F*) aller Homomorphismen von abelschen Gruppen von
X nach F*. Es gibt dann einen Isomorphismus 7 : T — T von abelschen Gruppen mit
der Elgenschaft x(m(h)) = h(x) fiir alle y € X und h € T. Das Inverse 7! : T — T ist
durch (7~'(h))(x) = x(h) fiir alle h € T und x € X gegeben. Fiir x € X definieren wir
einen Homomorphismus i : T — F* durch y(h) := h(x). Fiir v € Y definieren wir einen
Homomorphismus 7 : F* — T durch 5(p)(x) := p fiir p € F* und x € X.

Als Erzeuger unserer Priisentation wihlen wir die Elemente h € T sowie Symbole &, (u)
fiir r € ® und u € F. Fiir r € ® setzen wir noch:

Ny =T (1) (—=1)Z,(1) .
Wir verlangen die folgenden Relationen:

(a) Fiir alle hy, hy € T gelte:
hihy = hy - ho, (1.11)

wobei mit dem Produkt auf der rechten Seite der Gleichung die Multiplikation in
Hom(X,[F*) gemeint ist.

(b) Fiir alle r € ® und u,v € F gelte:

Tr(u) Zr(v) = Zp(u +v) . (1.12)
(c) Fiir alle r,s € ® mit r # +s und t,u € F gelte:

[‘%s(u)v‘%r(t)] = H i’ir-i-js (Cr,s;i,jtiuj) . (1'13)
4,7>0

(d) Fiiralle h € T, r € ® und u € F gelte:

Wtz (u) h = &.(F(h)u). (1.14)

Ty Ty (u) Ny, = ‘%SH (rz)(nrlﬂ“z u) . (1'15)
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(f) Fir alle r € ® gelte: .
72 =h, und 7t =0, , (1.16)

wobei iLT € T durch

fiir alle y € X definiert sei.
(g) Fiir alle r1,79 € A mit r1 # ry gelte:
P, T iy ++ + = Ty Ty T * (1.17)

wobei die Anzahl der Faktoren auf jeder Seite gleich der Ordnung von s, s,, in W
sei.

(h) Fiir r € ® und u € F* gelte:

Fpr(w) i (—u™Y) Zp(u) = 7y 7V (00). (1.18)

Es sei G die Gruppe, die durch die Priisentation mit den oben genannten Erzeugern und
den Relationen (a) bis (h) gegeben ist. Dann gilt:

1.7.1 Satz
Der Isomorphismus 7 : T — T setzt zu einem Isomorphismus abstrakter Gruppen

m:G—G
mit der Eigenschaft w(%,(u)) = x,(u) fiir aller € ® und u € F fort.

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Theorem 9.4.3 in Springer [40]. |

Wir wollen noch eine Folgerung aus den Relationen ziehen: Wie man durch Nachrechnen
unter Benutzung der Relationen (1.14) und (1.18) bestiitigt, ist fiir alle h € T stets 7 h 7,
in T enthalten, und es gilt R 3

i, hie(x) = h(Xx™") (1.19)

fir alle y € X.

1.8 Die Bruhat—Zerlegung

In diesem Abschnitt wollen wir eine Normalform, die Bruhat—Zerlegung, fiir die Elemente
einer zusammenhéngenden reduktiven Gruppe beschreiben. Es sei wieder G eine zusam-
menhéngende reduktive lineare algebraische Gruppe iiber dem algebraisch abgeschlossenen
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Kérper F mit maximalem Torus T und Wurzeldatum ¥ := ¥(G,T) = (X, ®,Y, ®"). Wir
wéhlen fiir G eine Présentation wie im vorigen Abschnitt beschrieben. Wir iibernehmen
die Bezeichnungen aus dem vorigen Abschnitt, allerdings identifizieren wir auf Grund der
Existenz des Isomorphismus’ 7 aus Satz 1.7.1 im Folgenden T mit T, Z,(u) mit x,(u), N,
mit n, etc. Bevor wir die Bruhat—Zerlegung beschreiben kénnen, wollen wir noch einige
Begriffe einfiithren:

Es sei w ein Element aus der Weylgruppe W von G. Sind pi,...,pr die positiven
Wurzeln aus ®, die von w auf negative Wurzeln abgebildet werden, so schreiben wir:

Up = Xp, -+ Xp, . (1.20)

Mittels Satz 1.3.1 kann man zeigen, dass U, nicht von der Wahl der Reihenfolge der p;
abhéngt (siehe Carter [6], S. 114). Wir schreiben w als reduziertes Produkt w = s;, - - - s,
von Fundamentalspiegelungen s, ,...,s,, mit ri,...,r; € A. Wir setzen nun

k

W= Ny Ny (1.21)
Aus den Relationen (g) und dem Satz von Matsumoto (siehe beispielsweise Propositi-
on 8.3.3 in [40]) folgt dann, dass die Definition von w unabhéngig von der Wahl des redu-
zierten Ausdrucks w = s, - - - s, ist. Wir nennen w den Standardvertreter von w. Wir nen-
nen die Anzahl k der Fundamentalspiegelungen in dem reduzierten Produkt w = s, - - - 5,
die Lénge I(w) von w. Nun kénnen wir die schon oben erwihnte Normalform fiir Elemente

in G beschreiben:

1.8.1 Satz (Bruhat-Zerlegung)
Jedes Element x aus G ldsst sich in eindeutiger Weise schreiben als

r=uwhu (1.22)
mitu € U, he T, weW und v € Uy,.

Beweis: Sieche Theorem 2.5.14 in Carter [7] |

Ein auf der Bruhat—Zerlegung basierender Algorithmus zum Rechnen in der Gruppe G
soll im néchsten Abschnitt detaillierter beschrieben werden.

1.9 Ein Algorithmus zum Rechnen in reduktiven Gruppen

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus zum Rechnen in zusammenhéngenden redukti-
ven linearen algebraischen Gruppen iiber algebraisch abgeschlossenen Koérpern vorgestellt.
Im weiteren Verlauf werden nur Berechnungen in halbeinfachen algebraischen Gruppen von
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adjungiertem Typ benottigt. Dennoch erscheint es sinnvoll, gleich das Rechnen in nicht-
halbeinfachen reduktiven Gruppen mitzubehandeln, da die Présentation aus Abschnitt 1.7
dies ohne groflieren Mehraufwand hergibt.

Wir behalten die Bezeichnungen aus dem vorigen Abschnitt bei. Es sei also weiterhin
G eine zusammenhéngende reduktive lineare algebraische Gruppe iiber dem algebraisch
abgeschlossenen Korper F mit maximalem Torus T und Wurzeldatum ¥ := ¥(G,T) =
(X, ®,Y,®"). Wir identifizieren wieder T mit T, Z,(u) mit z,.(u), 7i,, mit n, etc. Satz 1.8.1
bietet nicht nur eine Moglichkeit, Elemente von G zu vergleichen, sondern er legt auch
Datenstrukturen zur Speicherung von Elementen aus G nahe. Diese wollen wir nun ein-
gehender beschreiben:

Wir gehen dabei wieder davon aus, dass das Wurzeldatum ¥ von G durch folgende
Angaben gegeben ist:

e cin Fundamentalsystem A = {d1,...,0;} von ®. Die einfachen Wurzeln §; fiir i =
1,...,1 seien als Z-Linearkombinationen einer Basis {x1, ..., xn} von X gegeben.

e cin Fundamentalsystem AY = {&y,...,8} von ®". Die einfachen Kowurzeln §;’ fiir
i = 1,...,0 seien als Z-Linearkombinationen einer zur Basis {x1,...,xn} dualen
Basis {71,...,7} von Y gegeben.

Aus diesen Angaben lassen sich dann die Zahlen (0;, 5}’) fir 4,5 = 1,...,1 bestimmen,
mit Hilfe derer man alle Wurzeln aus @ und alle Kowurzeln aus ®" berechnen kann (ver-
gleiche Abschnitt 1.6). Wir versehen ® mit der auf Seite 20 beschriebenen Totalordnung
beziiglich A. Die Datenstrukturen zur Speicherung von Elementen aus G und diverser

Teilmengen von G wéhlen wir wie folgt:

1.9.1 Bemerkung (Datenstrukturen)
Zur Speicherung von Elementen aus G verwenden wir die folgenden Datenstrukturen:

(a) Ein Element x € G mit Bruhatzerlegung = = ' w hu speichern wir als ein Quadru-
pel (v, w,h,u) mit u € U, h € T, we W und u € Uy,

(b) Die Weylgruppenelemente w speichern wir als Permutationen der Wurzeln in ®.

(¢) Zur Speicherung der Elemente in U und U, (w € W) benutzen wir, dass U,, eine
Teilmenge von U ist und dass sich jedes Element v € U nach Satz 1.6.1 in eindeutiger
Weise in der Form

u =y, (t1)2r, (t2) - - 2, (Em)
mit 7,...,rm € @, 1y < -+ < 1y, (beziiglich der auf ® gewiihlten Totalordnung)
und t1, ..., t;, € F* schreiben lidsst. Wir speichern dann u als das Paar von Listen

([r1y -y rm), [ty -y tm]) -
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(d)

Zur Speicherung der Toruselemente h wéihlen wir zunéchst eine andere Parametri-
sierung des maximalen Torus T. Wir benutzen hierzu den Isomorphismus 6 von
abelschen Gruppen (vgl. Proposition 3.1.1 in Carter [7]):

Y ®F* — Hom(X,F*)

0 TROA (XD—>)\(X”Y)).

(1.23)
Unter Beachtung des natiirlichen Isomorphismus von abelschen Gruppen zwischen
Hom(X,F*) und T wie wir ihn im Abschnitt 1.7 beschrieben haben, erhalten wir
hiermit eine Parametrisierung von T. Da jedes Element aus Y ® F* eine eindeutige
Darstellung der Form > | v ® A\; mit \; € F* besitzt, kénnen wir also die Elemente
aus T durch n-Tupel

A,y ) (1.24)

mit \; € F* i =1,... n parametrisieren.

Zum Rechnen in G miissen wir wissen, wie man zwei Elemente x,y € G multipliziert,
d.h. wir miissen einen Algorithmus beschreiben, der aus den Bruhat-Zerlegungen von x und
y die Bruhat-Zerlegung von zy liefert. Hierzu betrachten wir zunéichst einige Spezialfiille:

1.9.2 Bemerkung

(a)

(b)

Die Multiplikation und Invertierung von Elementen aus U haben wir bereits in
Abschnitt 1.6 erortert.

Die Multiplikation zweier durch n—Tupel parametrisierten Toruselemente (vgl. Be-
merkung 1.9.1, Teil (d)) geschieht komponentenweise. Auch das Invertieren eines
durch ein n—Tupel parametrisierten Toruselementes erfolgt durch komponentenwei-
ses Invertieren.

Fir w € W und r € A lésst sich die Multiplikation von w und n, wie folgt
durchfiihren:

[ (wse) , falls rw™! >0
o= { (ws,) hy , falls rw=! < 0. (1.25)
Schreibt man 7V als Z-Linearkombination des Fundamentalsystems {4y, ...,d} in

der Form
n
v_}: VgV
ro= Tiéia
i=1

so ist h, durch das n-Tupel ((—1)"7,...,(—=1)"") gegeben. Fiir w € W liisst sich
das Inverse (w) ™! wie folgt berechnen: Es seien py, . .., py die positiven Wurzeln, die
unter w auf negative abgebildet werden. Dann ist

k
(@) = (@ T - (1.26)
=1
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Beweis: Zum Beweis von (a) sieche Abschnitt 1.6. Die Behauptung in (b) ergibt sich
aus der Definition des Isomorphismus 6, wie sie in (1.23) gegeben ist, und den Rela-
tionen (1.11). Zum Beweis von Teil (c) beachte man, dass rw™! > 0 genau dann gilt,
wenn [(ws,) = l(w) + 1 gilt (vergleiche Lemma 2.2.1 in [6]). Die Behauptung iiber die
Multiplikation von w und 7, in (c) folgt dann aus der “Exchange Condition” fiir Coxe-
ter Gruppen (sieche Abschnitt 1.7 in [27]) und der Relation (1.16). Das n—Tupel fiir h,
erhélt man aus der Definition von h, in (1.16) und der Definition des Isomorphismus 6
in Bemerkung 1.9.1, (d). Die Aussage iiber die Invertierung von w lisst sich folgender-
mafen einsehen: Wir schreiben w als reduziertes Produkt von Fundamentalspiegelungen
w = Sy, - - Sp,. GeméafB der Relation (1.16) gilt dann:

(w)—l = (ny, --~nrk)_1 =Ny Rry o Mgy = Mgy By (1.27)

Wir setzen nun w; := s, _, -+ 8p,8p, fiir ¢ = 1,2,..., k. Durch sukzessive Anwendung
von (1.19) erhélt man dann aus (1.27):

k
S \—1
(W)™ =1y, - gy - H P, -
i=1

Nach Proposition 2.5.16 in Carter [7] sind die Wurzeln r;w;, ¢ = 1, ..., k genau die positiven
Wurzeln, die von w auf negative abgebildet werden (man beachte, dass in Carter [7] die
Weylgruppe von links auf den Wurzeln operiert, wéhrend sie bei uns von rechts operiert).
Wegen ny.,. - nypyny, = (w1t folgt die Behauptung. [ |

Zum Rechnen in G werden wir Kenntnisse {iber Operationen gewisser Untergruppen
benotigen. Diese Operationen sollen in der folgenden Bemerkung kurz zusammengestellt
werden:

1.9.3 Bemerkung
(a) Die Operation eines Toruselementes h, das durch ein n—Tupel (A1,...,A,) € (F*)"
gegeben ist, auf unipotenten Elementen lidsst sich wie folgt beschreiben: Fiir ein
unipotentes Element x,(u) mit r € ® und u € F gilt:

o (uw) = z, (uﬁ)&) , (1.28)
i=1

hro(u) = (uﬁkf”) , (1.29)
i=1

wobei r; € Z, i =1,...,n durch r = " | ;0; definiert sind.

(b) Die Operation eines Elementes n, mit » € A auf dem maximalen Torus T ist
folgendermafien gegeben: Wir hatten bereits in Abschnitt 1.2 gesehen, dass W
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vermoge (1.2) auf Y von rechts operiert. Es sei (s;5) € Z™*" die Matrix dieser Ope-
ration von s, auf Y beziiglich des Fundamentalsystems AY. Fiir ein Toruselement
h, das durch ein n—Tupel (A1,...,A,) € (F*)™ gegeben ist, gilt dann:

W ="h = B

wobei h’ durch das n—Tupel (1, ..., p,) mit

n
i = H Ak (1.30)
k=1
fir ¢ = 1,...,n gegeben ist. Ein Algorithmus zur Berechnung der Matrix (s;;) ist in

der Dokumentation der Funktion MatYPerm in CHEVIE beschrieben.

(c) Die Operation eines Elementes n,, auf einem unipotenten Element x,, (u) mit r1, 7o €
® und u € F ist wie folgt gegeben:

Tpy(u)'m = xs'rl(""Q)(nThTQu)’ (1.31)
nrlxm(u) = xsm(7“2)(777"1,7"2(_1)<r27r1v>u)' (1.32)

Hierbei 1st (T‘Q,T1V> = 2?21(7“2)2‘(7“1\/)1' mit 7“1\/ = Z?zl(Tlv)i(Siv , T = Z?zl(’l“g)i(s@'.

Beweis: Teil (a) folgt aus der Definition des Isomorphismus 6 (siehe (1.23)) und den Rela-
tionen (1.11) sowie (1.14). Die Aussage in (b) folgt durch Nachrechnen aus der Definition
des Isomorphismus ¢ und der Formel (1.19), wenn man beachtet, dass (x*",v) = (x, ’yS?Y>
fiir alle y € X und v € Y gilt. Die Aussagen in (c) folgen aus (1.15) und (1.29), wenn man
n.' = n, h,, beachtet. |

ry
Nun konnen wir (endlich!) den Algorithmus angeben, den wir benutzen, um aus den

Bruhat—Zerlegungen zweier Elemente z,y € G die Bruhat—Zerlegung von xy zu berechnen.

Es sei x = v/whu die Bruhat-Zerlegung von z. Es geniigt, fiir y die folgenden drei Fille
zu betrachten:

l)y=neT ,
2) y=z,(t) mit r e @t und t eF
3.) y=mn, mit r € A.

Zu 1.):

Man erhélt in diesem Fall:

/

zy = (Wwhu) - b =o' w (k') ().
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Dieser Ausdruck l&sst sich mittels der Bemerkungen 1.9.2 und 1.9.3 berechnen und liefert
so die gesuchte Bruhat—Zerlegung von zy. In diesem Fall ist insbesondere kein ,,Collecting*
erforderlich.

Zu 2.):
Man erhéilt in diesem Fall:

ry = (Wwhu) - z,(t) = ' wh (uz,.(t)) .

Nach Anwendung des ,,Collecting Process“ auf den Ausdruck uz,(t) erhilt man die ge-
suchte Normalform fiir xy.

Zu 3.):
Zunéchst benutzen wir den ,,Collecting Process® aus dem Beweis von Bemerkung 1.6.2,
um v in der Form

u =z, (t)u”

mit v =z, (t1) - @y, (b)) und 71, ... 7 € BTN\ {1}, t,t1,. .., tm € F zu schreiben. Wir
unterscheiden nun drei Fille:

t=0 ,
t#0,rw >0 ,
t#£0,rw !l <0

Zu : Man hat dann
vy = (W'whu) - n, = (W'whu") -0, =’ (wn,) (B") ((u")") .

Dieser Ausdruck lasst sich mittels der Bemerkungen 1.9.2 und 1.9.3 berechnen. Man erhilt
dann eine explizite Darstellung von zy in der Form

:Z'y — U/” (wl )-h///vlll

mit v =/, W' = ws,, v = (W)™ und A" € T. Allerdings haben wir damit im
Allgemeinen noch nicht die Bruhat-Zerlegung von zy gefunden, da im Allgemeinen u”’
nicht in U, enthalten ist. Es seien hierzu p1,...,p die positiven Wurzeln, die unter w’
auf negative Wurzeln abgebildet werden und p!,...,p}, die iibrigen positiven Wurzeln.
Man benutzt nun den ,,Collecting Process* aus dem Beweis von Bemerkung 1.6.2, um v’
in der Form v = u{" - uy’ mit u}" € Xp, --- Xp, und uy’ € X -+ Xy, zu schreiben. Man

erhilt dann .
xy =uf (W) " ((ug/)(wl)hmvm) . (1.33)
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Auf Grund der Relationen (1.14) und (1.15) ist (u4’)®)"" € U. Der Ausdruck auf der
rechten Seite von (1.33) ldsst sich mittels der Bemerkungen 1.9.2 und 1.9.3 berechnen und
liefert die Bruhat—Zerlegung von zy.

Zu : Man erhalt in diesem Fall:
ry = (v'whu) - n, = (v'whax,(t)u") - n, = (u’(whxr(t))) (wnr) (h") ((u”)m) )

Dieser Ausdruck ldsst sich mittels der Bemerkungen 1.9.2 und 1.9.3 berechnen. Wie un-
ter erhélt man daraus dann die Bruhat—Zerlegung von xy.

Zu : In diesem Fall erhélt man unter Ausnutzung von Relation (1.18):

2y = (Wwhu) -1y = <u’ (whx,r(t_l))> w (b (—t71)) (xr(—t)rv(_t_l)(u”)m) .

Dieser Ausdruck lésst sich mittels der Bemerkungen 1.9.2 und 1.9.3 berechnen, wenn man
noch beachtet, dass 7V (¢) durch das n-Tupel (#7,..., ") mit r¥ = 7 Y6 gegeben

i=1"7 "%

ist. Wie unter erhilt man daraus dann die Bruhat-Zerlegung von zy.

Damit haben wir nun einen Algorithmus, der aus den Bruhat-Zerlegungen zweier Ele-
mente z,y € G die Bruhat-Zerlegung von zy berechnet.

Mit Hilfe dieses Algorithmus’ lisst sich nun auch die Bruhat-Zerlegung eines beliebigen
Elements z € G berechnen, das als Produkt der Erzeuger ¢t € T und z,(u), r € ®, u € F
gegeben ist. Aus den oben beschriebenen Schritten 1.), 2.) und 3.) ist klar, dass es geniigt,
den Fall z = z,(u) mit r € ®, r < 0, u € F zu betrachten. Es gibt dann ein 6 € A und w €
W mit r = dw. Wir schreiben w als reduziertes Produkt von Fundamentalspiegelungen
W = Sy, - Syp,. Wir setzen ferner

W1 i= Sp; , W i= Sy Spyy v, Wg 1= Spy =+ *Spp = W

und
= 15,6w1 Mowy,6ws ** * NMows_1,0wy, -
Dann folgt aus den Relationen (1.15):
zr(u) = () wg(nu) w.
Dieser Ausdruck ldsst sich mittels (1.26) und den Schritten 1.), 2.) und 3.) des oben

beschriebenen Algorithmus’ berechnen.

Wir invertieren ein Element z € G mit Bruhat—Zerlegung z = v/whu, indem wir o/,
w, h und u mittels Bemerkung 1.9.2 einzeln invertieren und anschliefend die Inversen
in umgekehrter Reihenfolge mit den Schritten 1.), 2.) und 3.) des oben beschriebenen
Algorithmus’ aufmultiplizieren.
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1.9.4 Bemerkung

(a)

(b)

Legt man in dem obigen Algorithmus statt des algebraisch abgeschlossenen Korpers F
einen endlichen Korper I, zu Grunde, so beschreibt der Algorithmus das Rechnen
in der entsprechenden Chevalley-Gruppe iiber F,,.

Den oben beschriebenen Algorithmus zum Rechnen in zusammenhéngenden reduk-
tiven Gruppen habe ich mit Hilfe des Programmpakets CHEVIE [21] im Compu-
teralgebrasystem GAP [36] implementiert. Unabhéngig von der vorliegenden Arbeit
wurde ein dhnlicher, aber auf einer etwas anderen Présentation basierender Algo-
rithmus von A. M. Cohen, S. Murray und D. E. Taylor in Magma [2] implementiert
(siehe [11]).
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Kapitel 2

Die Steinbergschen
Trialititsgruppen

Die endlichen einfachen Gruppen vom Lie-Typ bilden eine besonders wichtige Klasse in der
Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen. Da alle endlichen Gruppen vom Lie-Typ
als Untergruppen von zusammenhéngenden reduktiven linearen algebraischen Gruppen
iiber algebraisch abgeschlossenen Korpern aufgefasst werden kénnen, kénnen die im vori-
gen Kapitel beschriebenen Algorithmen zum Rechnen in diesen Gruppen benutzt werden.
In diesem Kapitel wollen wir zeigen, wie sich die Algorithmen konkret anwenden lassen, um
Berechnungen in einer bestimmten Klasse von endlichen einfachen Gruppen vom Lie-Typ,
den Steinbergschen Trialitdtsgruppen 2Dy(q), durchfiihren zu kénnen.

Da wir in den folgenden Kapiteln auf einige Ergebnisse aus Geck [19] zuriickgreifen wer-
den, beschreiben wir zunéchst noch einmal kurz die Konstruktion einer Chevalley-Gruppe
G = Dy(F) iiber einem Kérper F mit Hilfe einer einfachen Lie-Algebra vom Typ Dj.
Wir wéhlen dann fiir F den algebraischen Abschluss des Korpers [, mit ¢ Elementen, so
dass G eine einfache algebraische Gruppe von adjungiertem Typ ist, definiert iiber F,.
AnschlieBend konstruieren wir die Steinbergschen Trialititsgruppen 3Dy(q) als Fixpunkt-
mengen G eines Frobeniusmorphismus F : G — G, so dass wir fiir diese Gruppen die
Theorie der endlichen Gruppen vom Lie-Typ zur Verfiigung haben.

Am Ende des Kapitels beschreiben wir speziell fiir G = Dy(F) die Présentation aus Ab-
schnitt 1.7. Wir bestimmen insbesondere die Kommutatorrelationen fiir die Trialitétsgrup-
pen sowie die Operation eines maximal zerfallenden Torus auf den Wurzeluntergruppen.
Dadurch erhalten wir die Moglichkeit, effiziente Rechnungen in G und der Untergruppe G’
durchzufiihren. Hiervon werden wir insbesondere im néchsten Kapitel bei der Bestimmung
von Konjugiertenklassen parabolischer Untergruppen vielfach Gebrauch machen.
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2.1 Das Wurzelsystem vom Typ Dy

Der Vollstindigkeit halber geben wir in diesem Abschnitt eine kurze Beschreibung des
Wurzelsystems vom Typ Dy, das wir zur Definition der Trialitdtsgruppen benétigen. Dieser
Abschnitt — insbesondere die hier gewiahlte Notation — folgt in weiten Teilen Abschnitt 3.1
aus Geck [19].

Es sei V' ein euklidischer Vektorraum mit Orthonormalbasis eq, es, €3, e4. Die Menge
D= {ere;+tesej | i, j=1,...,4,i# j,e1,e2 € {1,-1}}
bildet dann ein Wurzelsystem vom Typ Dy. Die Menge A := {ry,r9, 73,74} mit
rLi=e€] —€2, T9:=e€x—e3, T3:=e3—e4, T4:=€3+€y
ist ein Fundamentalsystem von ®. Es gilt e; =71 + 1o+ (r3+74)/2, e2 = 1o+ (r3+14)/2,
es = (rs+r4)/2, e4 = (r4 —r3)/2. Daraus kann man alle Wurzeln als Linearkombinationen

der einfachen Wurzeln r; berechnen. Fiir alle Wurzeln » € & gilt nach Konstruktion
(r,7) = 2. Analog zu Abschnitt 1.4 definieren wir

fir Wurzeln r, s € ®. Die Eintrége der Cartan-Matrix C = (c¢;j)i j=1,... 4 sind dann durch
cij = 2(ri,r5)/(ri,ri) = (ry,75) fir 4,5 = 1,..., 4 gegeben. Man erhilt:

2 -1 0 0
-1 2 -1 -1
0o -1 2 0
0 -1 0 2

C =

Das zugehorige Dynkin—-Diagramm hat folgende Gestalt:

3

™ T2

T4

Es sei nun L eine einfache Lie—Algebra {iber C mit Wurzelsystem ®. Wir betten ® mit
Hilfe der Killing—Form in eine Cartan—Unteralgebra H von L ein und fassen die Wurzeln
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r € ® als Elemente von H auf. Dann besitzt L eine Basis {h,|r € A} U {e,|r € ®}, deren
Elemente wie folgt miteinander multipliziert werden:

[hr,hs] = 0 fur alle r,s € A,

[hryes] = Apses fir aller € A und s € @,
ler,e—y] = hy fir aller € @,

ler,es] = Nysepps firaller,se ® r+#—s.

Dabei ist N, =0, falls r + s ¢ ® und
Nys = eps(m+ 1) mit g, € {1, -1},

falls » + s € ®. Die nicht—negative ganze Zahl m ist eindeutig festgelegt durch die Bedin-
gung, dass s —mr € ®, aber s — (m + 1)r ¢ ® gilt.

Wie schon in Abschnitt 1.4 definieren wir auf V eine Totalordnung wie folgt: Sei V'
die Menge aller Vektoren v = Zi’:1 c;r; € V), bei denen der erste von Null verschiedene
Koeffizient ¢; positiv ist. Wir schreiben dann v > w fiir v,w, € V, falls v — w € VT ist.

Beziiglich dieser Totalordnung kénnen wir spezielle und extraspezielle Paare von Wur-
zeln wie in Abschnitt 1.4 definieren (vgl. Definition 1.4.2). Die Vorzeichen ¢,¢ kénnen wir
fiir alle extraspeziellen Paare (r, s) beliebig wéhlen, womit dann die Vorzeichen e, fiir die
iibrigen Paare (r,s) € ® x ® mit r + s € ® via Satz 1.4.1 eindeutig bestimmt sind.

Die extraspeziellen Paare in ® sind: (ro,71), (r3,72), (r4,72), (r3,r1 +12), (14,71 + 12),
(ra,ro +13), (14,71 +1r2+73), (12,71 +1r2 + 73 +14). Da fiir jedes extraspezielle Paar (r, s)
die Zahl m gleich 0 ist, kénnen wir die Strukturkonstanten N, fiir die extraspeziellen
Paare wie folgt wihlen:

extraspezielles Paar | N,
(7“2, 7“1) 1

(7’3, 7’2) -1

(1"4, 7“2) -1

(r3,71 4+ 12) 1
(rg,m1 4+ 12) 1
(r4,r2 +13) 1
(ra,m1 4+ 712+ 73) 1
(ro,r1 + 12+ 13+174) 1

Tabelle 2.1: Strukturkonstanten fiir die extraspeziellen Paare

Die obige Wahl der Vorzeichen stimmt iiberein mit der Wahl in Geck [19]. Eine Be-
griindung dafiir, dass wir zwei negative Vorzeichen gewéhlt haben, folgt bei der Konstruk-
tion des Frobeniusmorphismus F im nichsten Abschnitt.
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Mit Hilfe von Satz 1.4.1 und Tabelle 2.1 lassen sich sdmtliche Strukturkonstanten IV,
fiir r, s € ® berechnen. Der Vollstindigkeit und besseren Nachpriifbarkeit halber sind im
Anhang in Tabelle A.1 die Strukturkonstanten fiir alle Wurzelpaare aufgelistet.

2.2 Die Steinbergschen Trialitdtsgruppen

In diesem Abschnitt wollen wir noch einmal kurz die Konstruktion der Steinbergschen Tria-
litédtsgruppen 3Dy (q) beschreiben. Wir orientieren uns hierbei an den Abschnitten 3.2 und
3.4 in Geck [19], wobei wir allerdings ausfiihrlicher auf die Konstruktion des Frobenius—
Morphismus F' eingehen. Anschlieffend wird gezeigt, wie sich die in Kapitel 1 vorgestellten
Methoden zum Rechnen in den Trialitdtsgruppen benutzen lassen. Leichte Unterschiede
zu Geck [19] ergeben sich dadurch, dass wir Operationen von rechts und nicht von links
betrachten.

Es sei ¢ = p" eine Potenz einer Primzahl p und F, der Koérper mit ¢ Elementen.
Wir wéhlen einen algebraischen Abschluss F des Kérpers Fy. Mit Fgs bezeichnen wir den
eindeutig bestimmten Teilkorper von F, der aus genau ¢° Elementen besteht. Mit L be-
zeichnen wir weiterhin die im vorigen Abschnitt eingefiihrte einfache Lie—Algebra iiber C
vom Typ Dy mit Basis {h,|r € A} U {e,|r € ®}. Es sei Lz die Teilmenge von L, die aus
den Z-Linearkombinationen der h, (r € A) und e, (r € ®) besteht. Da sémtliche Struk-
turkonstanten von L beziiglich der Basis {h,|r € A}U{e,|r € ®} ganze Zahlen sind, wird
Lz in natiirlicher Weise eine Lie-Algebra {iber Z. Somit wird Ly := Lz ®z F in natiirlicher
Weise eine Lie-Algebra iiber F, deren Strukturkonstanten die Strukturkonstanten von L,
modulo p genommen, sind. Fiir 7 € ® und ¢ € C ist exp(c - ad(e,)) ein Automorphismus
von L. Daraus ldsst sich ein Automorphismus z,(t) von Ly konstruieren. Definiert man
dann G := Dy4(F) als das Erzeugnis der Automorphismen z,(t), r € ®, ¢t € F, so ist G
eine (zusammenhingende) einfache algebraische Gruppe von adjungiertem Typ mit Wur-
zelsystem ® (vergleiche Paragraph 5 in Steinberg [41]). Die Wurzeluntergruppen von G
sind gegeben durch

X, = (x,(t)|t € F).

Wir wollen nun einen surjektiven Morphismus F' : G — G von algebraischen Gruppen
konstruieren, dessen Fixpunktmenge endlich ist. Setzt man m := 4 + |®| = 28, so ist G
als Untergruppe der Automorphismengruppe von Ly in natiirlicher Weise als abgeschlos-
sene Untergruppe in die G Log(FF) eingebettet (vergleiche Lemma 34 in Steinberg [41] und
Théoréme 2 im Exposée 3 des Séminaire Chevalley [10]).

Wir konstruieren F' in zwei Schritten. Die Abbildung GLog(F) — GLog(F), die jeder
Matrix (a;;) die Matrix (ay;) zuordnet, bildet x,(t) auf 2, (t7) fir alle 7 € ® und t € F
ab und lésst somit G invariant. Wir definieren nun Fj; : G — G als die Einschréinkung
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dieser Abbildung. Fj, ist somit ein Morphismus von algebraischen Gruppen und heifit eine
Standard—Frobenius—Abbildung. Im zweiten Schritt konstruieren wir einen Morphismus
p: G — G folgendermaflen: Es sei p : ® — ® die natiirliche Symmetrie des Dynkin—
Diagramms Dy, also pro = 79, pr1 = r3, pr3 = r4 und pry = r1. Unter Benutzung der
Tatsache, dass alle Wurzeln aus ® gleiche Lange haben, kann man einen Liealgebren—
Automorphismus L — L mit

hy = hyp fir alle r € A,
er = Yreyp) flraller e @,

und 7, € {1, —1} konstruieren (vergleiche den Beweis von Proposition 12.2.3 in Carter [6]).
Die Vorzeichen v, € {1,—1} sind hierbei wie folgt gegeben: Ist r € A, so ist v, = 1. Die
v, fiir die restlichen positiven Wurzeln r sind rekursiv (nach der Hoéhe von r) definiert: Ist
r > 0, r € ® nicht einfach, so gibt es ein eindeutig bestimmtes extraspezielles Paar r1, s1
mit r = r; + s1. Dann ist
Nor1)pts1)

N'f’1751 .
Fiir negative Wurzeln r € ® ist 7, = ~v_,. Auf Grund unserer Wahl der Vorzeichen der
Strukturkonstanten fiir die extraspeziellen Paare (vergleiche Tabelle 2.1) gilt

TYr = Yr1Vs1

Nrs = Np@r),p(s)

fiir alle extraspeziellen Paare 7, s. In unserem Fall gilt also «, = 1 fiir alle r € ®. Hieraus
erklédrt sich auch die Wahl der beiden negativen Vorzeichen in Tabelle 2.1. Da die Matrix
des soeben konstruierten Liealgebren—Automorphismus L — L beziiglich der Basis {h,|r €
A}U{eq|r € ®} ganzzahlig ist, erhdlt man durch Reduktion modulo p einen Liealgebren—
Automorphismus © : Ly — Ly mit

hy — hypy S firaller € A,
er = €ypy ilrallere®.

Wir betrachtenden den inneren Automorphismus von GLag(F), der durch Konjugation
mit © von rechts bewirkt wird. Wegen G = (x,(t)|r € ®, ¢t € F) und
071, (t)O = exp(t - ad(O(e,))) = exp(t - ad(ep(ry)) = T (1) (2.1)

fir alle r € ® und ¢t € F ist G invariant unter der Konjugation mit ©. Die Einschrankung

des zu O gehorenden inneren Automorphismus bewirkt also einen Automorphismus
G — G (2.2)
xr(t) = Tp(r) (t)

(fiir r € ® und t € F) von algebraischen Gruppen, den wir (unter Missbrauch der Notation)
auch mit p bezeichnen.
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Nun definieren wir F' : G — G durch F := F, 0o p = po F,. Als Komposition zweier
Morphismen von algebraischen Gruppen ist F' ebenfalls ein Morphismus von algebraischen
Gruppen, und es gilt:

F(zp(t)) = () (1) (2.3)

fiir alle r € @ und t € F. Da die dritte Potenz von F' mit der dritten Potenz der Standard—
Frobenius-Abbildung F} iibereinstimmt, ist F' : G — G eine Frobeniusabbildung im Sinne
von Abschnitt 1.17 in Carters Buch , Finite Groups of Lie-Type* [7].

Die Steinbergschen Trialitéitsgruppen Dy(q) sind definiert als die Gruppen

Fi={g € G|F(g9) =g}

der Fixpunkte von G unter F. Fiir jedes q ist 3D4(q) eine endliche einfache Gruppe der
Ordnung

PD4(q)l = ¢ (@@ + "+ 1)(* —1)(* - 1).

Die Frobeniusabbildung £’ wird manchmal auch Trialitdtsautomorphismus genannt. Als
Fixpunktmengen von Frobeniusabbildungen algebraischer Gruppen sind die Steinberg-
schen Trialitdtsgruppen endliche Gruppen vom Lie-Typ. Fiir solche Gruppen steht eine
umfangreiche Theorie zur Verfiigung, die wir im Folgenden auch benutzen wollen.

Wir beschreiben nun noch, wie die Algorithmen und GAP—Programme aus Kapitel 1
zum Rechnen in G und damit auch zum Rechnen in den Trialitdtsgruppen benutzt werden
konnen.

Zu diesem Zweck definieren wir zunéchst ein geeignetes Wurzeldatum: Wir wihlen X :=
Z* und Y := Z* versehen mit der natiirlichen Paarung Z* x Z* — Z. Wir definieren die
Wurzelsysteme @ C X und @V C Y durch die Angabe von Basen der Wurzelsysteme. Die
einfachen Wurzeln in @ bzw. ®V seien durch

A :={(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)} bzw.

Vi={(2,-1,0,0), (-1,2,-1,-1), (0,-1,2,0), (0,—1,0,2)}

gegeben. Es sei U das Wurzeldatum ¥ := (X, ®,Y, ®"). Wir definieren die Konstanten
Cr.s:ij wie in Abschnitt 1.4 gem&f (1.8) und (1. 9) beziiglich der durch Tabelle 2.1 fest-
gelegten N,s. Es sei nun G die Gruppe, die durch die Priisentation mit Erzeugern h e
Hom(X,F*) und Symbolen Z,(u) fir r € ® und u € F sowie den Relationen (a) bis (h) aus
Abschnitt 1.7 gegeben ist. Mit T bezeichnen wir die Untergruppe {iL ] h € Hom(X S}
von G. Wegen Z® = X gibt es nach dem Existenzsatz Theorem 10.1.1 und dem Beweis
von Theorem 9.4.3 in Springer [40] einen Isomorphismus ¢ von G auf eine einfache alge-
braische Gruppe H von adjungiertem Typ iiber dem algebraisch abgeschlossenen Kérper F
mit Wurzelsystem D4 mit folgenden Eigenschaften: ¢(T) ist ein maximaler Torus von H,
und ¢ bildet fiir alle » € ® die Untergruppe {Z,(u) |u € F} auf die Wurzeluntergruppe
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von H zur Wurzel r (beziiglich ¢(T)) ab. Da H als halbeinfache (sogar einfache) alge-
braische Gruppe von den Wurzeluntergruppen erzeugt wird (vergleiche Theorem 27.5 in
Humphreys [28]), wird somit G von den Elementen Z,(u) mit r» € ® und u € F erzeugt.

In Abschnitt 1.9 haben wir bereits Algorithmen beschrieben, mit denen wir in G rechnen
konnen. Diese wollen wir nun zum Rechnen in G benutzen. Hierzu konstruieren wir einen
natiirlichen Isomorphismus zwischen G und G: Aus dem Beweis von Theorem 12.1.1
in Carter [6] und der Tatsache, dass G keinen nichttrivialen Normalteiler besitzt, folgt
zunéchst, dass es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus

G — G mit
zr(u) = Zp(u)

fir alle r € ® und u € F gibt. Dieser Homomorphismus ist injektiv, da G einfach ist,
und surjektiv, da G von den Elementen &,(u) mit r € ® und u € F erzeugt wird. Es
handelt sich also um einen Isomorphismus (von abstrakten Gruppen). Wir werden daher
im Folgenden G mit G und ,(u) mit #,(u) identifizieren. Somit sind die in Kapitel 1
beschriebenen Algorithmen und GAP—Programme anwendbar. Obwohl die in den folgen-
den Kapiteln durchgefithrten Rechnungen prinzipiell auch von Hand durchfithrbar und
nachvollziehbar sind, erleichtert der Einsatz von Computern die Rechenarbeit erheblich
und dient mafigeblich der Vermeidung von Rechenfehlern.

2.3 Relationen in 3Dy(q)

In diesem Abschnitt wollen wir einige Relationen und gruppentheoretische Informationen
iiber die Steinbergschen Trialitdtsgruppen zusammenstellen, die wir in spéteren Kapiteln
benotigen werden. Wir orientieren uns hierbei an Abschnitt 3.3 aus Geck [19].

Es sei hierzu G die im vorigen Abschnitt beschriebene einfache adjungierte algebraische
Gruppe vom Typ Dy, sowie F : G — G der Trialititsautomorphismus und G := G* die
zugehorige Steinbergsche Trialitétsgruppe.

Die Wurzeluntergruppen von G = Dy4(F) sind die Untergruppen X, = (z,(¢)|t € F) fiir
r € ®. Die Untergruppe U = (X, |r € ®,r positiv ) ist eine maximale unipotente Unter-
gruppe von G. Ihre Struktur wird beschrieben durch die Kommutatorrelationen (1.4). Es
seien r,s € ® positive Wurzeln und u,t € F. Die in den Kommutatorrelationen auftre-
tenden Kommutatorformelkoeffizienten ¢, s ;j lassen sich geméaf (1.8) und (1.9) aus den
Strukturkonstanten N,¢ berechnen. Da in unserem Fall (Typ Dy) stets 4, j < 1 gilt, nehmen
hier die Kommutatorrelationen eine besonders einfache Gestalt an:

ZTrgs(Npsut)  fallsr+ s € ®,
[zs(u), 2, (t)] = { "

2.4
1 , sonst. (24)
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Fiir 7 € ® und ¢t € F* setzen wir n,(t) := z,(t)r_(—t " (t) und h.(t) := n.(t)n.(—1).
Es gilt hy(tit2) = hy(t1)h,(t2) fir alle r € ® und t1,t2 € F*. Die Untergruppe T =
(hy(t)|r € ® und t € F*) ist ein maximaler Torus von G. Jedes Element h € T lisst sich
in der Form

4
h=[] hw, (t:) fiir t; € F* (2.5)
i=1
schreiben. (Zum Beweis beachte man, dass fiir jedes Element h € T

h =

oy b Vg 2 ) g P ) 26)
o @y Py g e ) - e (o e )
gilt, wobei h gemiB Bemerkung 1.9.1, (d) durch das 4-Tupel (z1,x0,z3,24) € (FX)*
gegeben sei und z, 1 2, i=1,...,3 eine fest gewéhlte Quadratwurzel aus x; ! sei.)

Die Operation des Frobeniusmorphismus F' auf T ldsst sich explizit angeben. Aus der
Definition der A, (t;), 7 =1,...,4 und (2.3) ergibt sich:

4
F (H b, (M) = Ty (1) Py (83) oy (1) P (£3) - (2.7)
i=1

Hieraus wiederum lésst sich die Operation von F' auf T berechnen, wenn man T wie in
Bemerkung 1.9.1, (d) durch 4-Tupel parametrisiert. Ist A € T gem#f Bemerkung 1.9.1, (d)
durch das 4-Tupel (A1, Ao, A3, \q) € (FX)* gegeben, so folgt aus (2.6), dass F'(h) durch das
4—Tupel

YRTRIIY]

gegeben ist. Fiir r,s € ® und u,t € F gilt:
ho(w) " g (E) by (1) = 26 (™M) (2.8)

so dass die Operation von T auf den Wurzeluntergruppen mit Hilfe der Cartan—Matrix
berechnet werden kann.

Wir definieren nun fiir die endliche Gruppe G geeignete Analoga zu den von den
algebraischen Gruppen herrithrenden Begriffen ,, Wurzelsystem®, ,, Wurzeluntergruppen®,
» Weylgruppe“ etc. Wir orientieren uns hierbei an den Abschnitten 3.2 und 3.3 aus Geck [19].
Da wir Operationen von rechts und nicht von links zugrundegelegt haben, erhalten wir
teilweise etwas andere Relationen als Geck [19]. Wir geben die Relationen ausfiihrlich an,
damit die in spéteren Kapiteln folgenden Berechnungen zumindest prinzipiell von Hand
nachvollziehbar bleiben.

Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf ® wie folgt: Fiir r € ® sei r! := 1/3(r +
pr+ p?r). Es seien r, s € ® genau dann dquivalent, wenn 7! ein positives Vielfaches von s!
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ist. In unserem Fall (Typ D,) gilt sogar, dass r und s genau dann dquivalent sind, wenn
r! = s! ist. Jede Aquivalenzklasse besteht entweder aus genau einer Wurzel, die unter p
festbleibt, oder aus drei Wurzeln, die durch p permutiert werden, und ist damit eindeutig

festgelegt durch die Angabe von r! fiir ein r in dieser Aquivalenzklasse. Setzen wir
1
o= g(ﬁ +r3+74) und B :=rg,
so ist ! fiir r € ® stets ein Element der Menge

¢ = {+ta,+0,+(a+ ), £2a+ B),£(3a+ 8), £(B3a +26)}, (2.9)

die ein Wurzelsystem vom Typ Gg im R—Vektorraum Z® ®z R darstellt. Wir nennen @&
das Wurzelsystem von G = 3Dy(q) = GF'.

Unsere niichste Aufgabe besteht darin, ein Analogon in G¥' fiir die Wurzeluntergruppen
X, (r € ®) sowie eine Beschreibung der Gruppen U? und T¥ zu finden. Zuniichst setzen
wir fiir r € ® und ¢t € F mit ¢¢ = ¢:

t fall —r t9=1
e (t) = 4 () , o= ’ (2.10)
Ty (t) T pr (1) 2, (t7) , somst.
Wir nennen
xE = {z,1(t)|t € F und tq3: ty , falls pr =, (2.11)
{z,1(t)|t € Fund t¥ =t} , sonst

die Wurzeluntergruppe zur Wurzel r* von G = G¥. (Meistens werden wir im Folgenden
den Exponenten F' weglassen, wenn aus dem Kontext ersichtlich ist, ob die Wurzelunter-
gruppen der algebraischen Gruppe G oder der endlichen Gruppe G gemeint sind.) Wegen
T (t1 + t2) = xa(t1)z,a(t) fir r € ® und ty,t2,€ F ist X,1 isomorph zur additiven
Gruppe von Fy, falls pr = r, bzw. isomorph zur additiven Gruppe von F s, falls pr # r.
Hiermit ldsst sich dann auch eine Beschreibung von U formulieren:

U = XoX5X015X0018X3045X30425 - (2.12)

Man erhilt auch noch eine Beschreibung des maximalen Torus T := TY von GY'. Die
Elemente in T sind genau die Elemente der Form

Bt t9) = gy (62 () g (£ (1) (2.13)

3_ _
mit ¢ € Fund t7 " =" = 1.



48 Die Steinbergschen Trialitédtsgruppen

Die Operation von TF auf den Wurzeluntergruppen koénnen wir mit (2.8) explizit be-
3_ _

rechnen. Fiir ¢1,t3 € F mit ¢ - td L'~ 1undu ¢ Fis C F bzw. F; € F je nach

Parameterbereich der entsprechenden Wurzeluntergruppe von G** erhilt man:

h(ty, o) tza(u)h(ty, te) = za(t] *tau),

Wty 1) tag(wh(tt) = wp(t] %),
Wt 1) arp(h(t 1) = zars(t] 75 ),
hti,t) ' waasp(Wh(ts, ta) = Taars(t] ),
h(t, 1) " wsars(@h(ti,t) = @sars(t;? T How),
h(t1,t2) ' @sasap(u)h(ty, t2) T3a425(ty 1)

Tabelle 2.2: Operation von TF auf den Wurzeluntergruppen

Als niichstes sollen Kommutatorrelationen fiir die Wurzeluntergruppen von G aufgestellt
werden. Diese ergeben sich aus den entsprechenden Relationen in G und der Definition
der Elemente x,1(t). Fiir [x,y] := o~ 'y lzy und t,u € F,s € F bzw. Fy; C F je nach
Parameterbereich der entsprechenden Wurzeluntergruppe von G¥ erhilt man:

[rpl0),w0sp()] = Taasaaw),
[Ta(t), T201p(w)] = @3045(—tTu —tIud” —tu), ) . ,
To(t), Tors(w)] = Togig(—utd — ult)xsgsg(—utd T4 — 29 1 — a7 ¢at1).
+3 +5 +5
x3a+25(—uq2+qt — €t g tlye?y
[xoc(wvxﬁ(u)] = xoﬂrﬁ(Ut)x%ﬂgb’(th+1)x3a+ﬁ(th2+q+l)'
T3a428(2ut? TItL),
2 2
[Fas (0 o p(W)] = aenp(—utt — ustd — utt),

Tabelle 2.3: Kommutatorrelationen in 3Dy (q)

Alle Paare von Wurzeluntergruppen zu Wurzelpaaren, die nicht in dieser Tabelle auf-
gefithrt sind, vertauschen miteinander. Zum Beweis dieser Relationen hat man nur die
vereinfachten Kommutatorrelationen (2.4) und die Strukturkonstanten aus Tabelle A.1
aus dem Anhang zu betrachten.

Der Normalisator Ng(T) wird von T und den Elementen n, := x,(1)z_,(—1)z,(1) fiir
r € ® erzeugt. Fiir N := Ng(T) konnen wir eine analoge Beschreibung geben. Hierzu
definieren wir fiir r € ®:

r , falls pr =1,
g = {” aser=r (2.14)

NrNprNp2y sonst.
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Dann ist Ng(T)! das Erzeugnis von T und den n,: fiir r € ®. Wie definieren die
Weylgruppe W von G = G als die Weylgruppe des Wurzelsystems ® vom Typ Go. Dann
ist W isomorph zur Diedergruppe der Ordnung 12, und es gilt: W = Ng(T)¥ /Tt

Die Operation der Elemente n,. fiir r € ® auf den Wurzeluntergruppen kennen wir bereits
aus Bemerkung 1.9.3, (c¢). Die dort auftretenden 7,5 sind stets +1 und kénnen aus den
Strukturkonstanten NV,s berechnet werden.

Damit kénnen wir schliellich die Operation von n, und ng auf den X fl fiir positives
r € ® berechnen. Fiir ¢ € F;s C F bzw. F; C F je nach Parameterbereich der entspre-
chenden Wurzeluntergruppe von G** ergibt sich:

nglza(t)ne = x_o(—t),
n;lxg(t)na = T3a44(—1),
N Tars(tna = Taarp(—t7),

Ny Taa4p(t)na = Tatp(t?),

Ny T3a+p(t)na = x4(t),

No Tzat28(H)Na = T3a+23(t),
ng xa(t)nﬁ = wa-i—ﬂ( )a
?leﬁ(t)"ﬂ = z_p(-1),

ng Tatp(t)ng = $a( t),
ng $2a+ﬁ(t)nﬁ = 1‘2a+5(t),
ng $3a+ﬁ(t)nﬂ = x3o¢+2,@(t)’
ng T3at28(t)ng = Tzayp(—t),

Tabelle 2.4: Operation der Weylgruppe auf den Wurzeluntergruppen

Damit haben wir alle Informationen, die wir benétigen, um Berechnungen in den Tria-
litdtsgruppen 2Dy(q) und der zugrundeliegenden algebraischen Gruppe G durchfiihren zu
konnen.
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Kapitel 3

Konjugiertenklassen parabolischer
Untergruppen

Als endliche Gruppen vom Lie-Typ besitzen die Steinbergschen Trialitéitsgruppen ein BN—
Paar. In allen Gruppen mit BN—Paar gibt es gewisse ausgezeichnete Untergruppen, die
sogenannten parabolischen Untergruppen. Diese Untergruppen bilden ein wichtiges Werk-
zeug bei der Analyse der Struktur und Darstellungen endlicher Gruppen vom Lie-Typ.

Bei der Betrachtung der Trialititsgruppen Dy(q) setzen wir von nun an stets voraus,
dass ¢ ungerade ist. Da g eine Potenz einer Primzahl p ist, ist dies dquivalent dazu, dass p
eine gute Primzahl fiir das Wurzelsystem vom Typ D, ist. Unter dieser Voraussetzung
beginnen wir in diesem Kapitel mit den Vorbereitungen zur Bestimmung der generischen
Charaktertafeln zweier maximaler parabolischer Untergruppen P und Q von 2Dy(q). Eine
wesentliche Ingredienz zur Bestimmung von Charaktertafeln ist die Kenntnis der Konju-
giertenklassen.

In diesem Kapitel beschreiben wir zunichst noch einmal kurz die Konjugiertenklassen
von 3Dy(q) sowie einer Boreluntergruppe B. Der grofite Teil dieses Kapitels widmet sich
dann der Berechnung und Parametrisierung der Konjugiertenklassen von P und @ sowie
deren Fusionen in >Dy4(q). Diese Fusionen werden spiter insbesondere zum Einschrinken
irreduzibler Charaktere von 3Dy(q) auf P bzw. Q benétigt.

Die hier vorgestellten und benutzten Methoden lassen sich prinzipiell auch allgemei-
ner zur Berechnung von Konjugiertenklassen parabolischer Untergruppen in beliebigen
endlichen Gruppen vom Lie-Typ verwenden.
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3.1 Konjugiertenklassen von 3D,(q)

Von nun an setzen wir stets voraus, dass ¢ ungerade, also p eine gute Primzahl fiir das
Wurzelsystem vom Typ Dy ist. In diesem Abschnitt sollen der Vollstandigkeit halber noch
einmal kurz die Konjugiertenklassen von ®Dy(q) beschrieben werden. Wir folgen hierbei
den Beschreibungen der Konjugiertenklassen in Geck [19], Spaltenstein [39] und Deriziotis—
Michler [14]. Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2 bei.

Maximale Tori

Die maximalen Tori von G = G¥ sind per Definition die Gruppen der Fixpunkte ratio-
naler maximaler Tori T von G unter F. Der Isomorphietyp von T hingt nur von der
G-Konjugiertenklasse von T ab. Um einen Uberblick iiber die G-Konjugiertenklassen ra-
tionaler maximaler Tori zu bekommen, verwenden wir den in Abschnitt 2.3 definierten
maximal zerfallenden Torus T als Referenztorus.

Jeder rationale maximale Torus T lisst sich in der algebraischen Gruppe in den Torus
T konjugieren; sei etwa g € G mit TY = T. Dann ist n := g~ 'F(g) € N(T), und die
Operation des Frobeniusmorphismus auf T entspricht auf T der Operation (Fn~!) : T —
T, t — "F(t) (denn es gilt F(#)9 = "F(#7)). Da T abelsch ist, ist diese Operation schon
durch die Restklasse w := nT € W = N(T)/T in der Weylgruppe beziiglich T festgelegt.
Wir schreiben auch (Fw=!) : T — T, t — “F(t), und nennen dies den mit w getwisteten

Frobeniusmorphismus von T. Wir sagen, dass T aus T durch Twisten mit w entsteht.

Zwei rationale maximale Tori Ty, T mit ’i‘lgl =T, w; =g; 'F(g;)T € W,i=1,2, sind
genau dann G-konjugiert, wenn w; und ws in der gleichen F-Konjugiertenklasse liegen,
d.h. wenn es ein v € W mit w; = vwaF(v™!) gibt (siche etwa Digne-Michel [15], 3.23).
Wir kénnen also die G—Konjugiertenklassen rationaler maximaler Tori von G beschreiben,
indem wir aus jeder F—Konjugiertenklasse von W ein Element w auswéhlen und dann die
Fixpunktmenge T w™") berechnen.

Zur Parametrisierung der Elemente der maximalen Tori von G erinnern wir daran, dass
jedes Element h € T in der Form

4
h = h(ty, ta,t3, ts) = [ [ b, (t:) (3.1)

i=1
mit t; € F*, i =1,...,4, geschrieben werden kann (vergleiche (2.5)).

Die Operation der Erzeuger w,,, i = 1,...,4 von W ist in Tabelle A.2 im Anhang
angegeben. Die Werte in dieser Tabelle lassen sich mittels Bemerkung 1.9.3, (c¢) und (2.6)
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berechnen. Die von uns benétigten Informationen iiber die F—Konjugiertenklassen von
W sind in Tabelle A.3 im Anhang zusammengestellt. Die Werte in dieser Tabelle kénnen
aus Tafel 3.6.2 in Geck [19] und Table 1.1 in Deriziotis—Michler [14] abgelesen werden.
Aus den Tabellen A.2 und A.3 lassen sich dann die Fixpunktmengen T ") berechnen.
Die Ergebnisse findet man in Tabelle A.4 im Anhang. Insbesondere besitzt G bis auf

G-Konjugation genau 7 maximale Tori.

Fiir spitere Anwendungen halten wir noch fest:

3.1.1 Bemerkung
(a) Der maximale Torus Tg entsteht aus T durch Twisten mit dem Weylgruppenelement
Wy 1= Wy, Wyg Wy, .

(b) Der maximale Torus T entsteht aus T durch Twisten mit dem Weylgruppenelement
WG 1= Wr,.

Halbeinfache Konjugiertenklassen

Die Anzahl der halbeinfachen Konjugiertenklassen von G wichst mit ¢, hingt also vom
speziellen F' ab. Um diese Klassen fiir alle ¢ in einheitlicher Weise beschreiben zu kénnen,
miissen sie geeignet zusammengefasst werden. Hierzu hat sich der Begriff des halbeinfachen
Klassentyps bewéhrt (vergleiche Liibeck [34]). Wir formulieren ihn etwas allgemeiner fiir
parabolische Untergruppen:

3.1.2 Definition

Es sei P eine F-stabile parabolische Untergruppe von G. Zwei halbeinfache Elemente
51,59 € PF liegen im gleichen halbeinfachen Klassentyp von P¥| wenn ihre Zentralisatoren
Cp(s1) und Cp(s2) in P¥ konjugiert sind.

Offensichtlich ist jeder halbeinfache Klassentyp von G eine Vereinigung von Konjugier-
tenklassen von GF'. Deriziotis und Michler haben die halbeinfachen Klassentypen fiir
G* =3Dy(q) ausgerechnet. In 3D,(q) gibt es genau 15 halbeinfache Klassentypen, die wir
mit Ay, ha, ..., his bezeichnen wollen. (Der halbeinfache Klassentyp h; in der hier gewihl-
ten Bezeichnung entspricht dem halbeinfachen Klassentyp s;, ¢ = 1,...,15 in der Notation
von Deriziotis—-Michler [14] und Geck [19].) In spéteren Teilen dieser Arbeit werden wir
auch Konjugiertenklassen einiger Untergruppen von G betrachten. Wenn wir betonen wol-
len, dass der halbeinfache Klassentyp h; eine Vereinigung von Konjugiertenklassen in G
bezeichnet, so schreiben wir auch hZ-G.

Fiir jeden halbeinfachen Klassentyp wollen wir nun Vertreter der zugehorigen halbein-
fachen Konjugiertenklassen angeben. Es seien s1, so € G zwei halbeinfache Elemente mit
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gleichem halbeinfachem Klassentyp. Nach Konjugation in G darf man annehmen, dass
C := Cg(s1) = Cg(s2) ist. Die Elemente s; und sg liegen jeweils in einem rationalen
maximalen Torus von C (das folgt beispielsweise aus Corollary 3.16 in Digne-Michel [15]).
Andererseits sind s; und ss zentral in C' und liegen somit in allen maximalen Tori von C.
Wir diirfen daher stets annehmen, dass zwei Elemente aus halbeinfachen Konjugierten-
klassen von gleichem halbeinfachen Klassentyp im selben rationalen maximalen Torus
enthalten sind.

Man erhélt dann ein Vertretersystem der halbeinfachen Konjugiertenklassen von GF',
indem man fiir jeden maximalen Torus TZF ,i=0,...,6 (vergleiche Tabelle A.4) die Bahnen
von W; = Cw r(w;) = {w € W|w lw;F(w) = w;} auf T berechnet. Die Ergebnisse
sind in Tabelle A.5 im Anhang zusammengefasst (vergleiche auch Tafel 3.6.3 in Geck [19]).

Parametrisierung der halbeinfachen Klassen

Zur Parametrisierung der halbeinfachen Konjugiertenklassen legen wir einige Notationen
fest. Wir betrachten die Gruppen F* und Q,/Z, wobei Q, die additive Gruppe der
rationalen Zahlen bezeichne, die sich mit nicht durch p teilbarem Nenner schreiben lassen.
Diese beiden Gruppen sind isomorph, und es sei ein Isomorphismus ¢ : Qy /Z = F* fiir
den Rest dieser Arbeit fest gewihlt (vergleiche Carter [7], 3.1.3). Die Elemente von Q,//Z

sollen mittels Repridsentanten *, r,s € Z, s # 0, p { s, in Q geschrieben werden. Wir
vereinbaren:

3.1.3 Schreibweise
(a) Wir verwenden ¢; als abkiirzenden Schreibweise fiir das i—te Kreisteilungspolynom
in der Variablen q (wie in Carter [7], 13.9). Hier kommen vor:

1 = q—1
¢2 = q+1
o3 = ¢*+q+1
b6 = ¢ —q+1
p12 = ¢ —¢*+1

(b) Essei 1 : Qp/Z = F* die oben erkléirte Abbildung. In Tabelle 3.1 werden fiir einige
Elemente aus Q, /7 Namen ihrer Bilder unter ¢, festgelegt. Diese Namen sollen im
Rest der Arbeit benutzt werden, um Elemente aus F* explizit hinzuschreiben.

Mit Hilfe dieser Notationen lassen sich nun die Vertreter der halbeinfachen Konjugier-
tenklassen von 2Dy (q) = G aus Tabelle A.5 parametrisieren. Das Ergebnis ist im Anhang
in Tabelle A.6 zusammengefasst.
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e Qu/Z | p1(n) € F*
qnl_l én
: -
qn+1 gTL
1 o
@ 1)(g—1) "I
1 ~
@ 1)(g+1) Hn
i Pn

Tabelle 3.1: Notation fiir generische Einheitswurzeln

Unipotente Konjugiertenklassen

Ein Vertretersystem fiir die unipotenten Konjugiertenklassen von G := 3Dy(q) = G lisst
sich so bestimmen wie es in Abschnitt 3.5 in Geck [19] beschrieben ist. Das Ergebnis ist
in Tabelle 3.2 dargestellt.

Bezeichnung | Bezeichnung | Représentant u | |Cg(u)]
in Geck [19]
1,0 0 1 |G|
c11 Ay T30428(1) q"(¢® - 1)
1,2 34, 74 (1) "(¢*—1)
1,3 Ay 25(1)22045(—1) | 2¢°(¢* +q+1)
C1,4 Ay 25(1)T20+5(—C) | 2¢°(¢° —q+1)
15 Dy(ay) To(1)xarp(a) q°
o Dy |zaa) |t

Tabelle 3.2: Unipotente Konjugiertenklassen von 3Dy(q), ¢ ungerade

Die erste Spalte der Tabelle enthélt die in der vorliegenden Arbeit benutzte Bezeichnung
der unipotenten Konjugiertenklassen. Zur Motivation der hier gewéhlten Bezeichnung ver-
gleiche man den néchsten Abschnitt iiber die gemischten Klassen. Der zweiten Spalte der
Tabelle 3.2 kann man die in Geck [19] bzw. Spaltenstein [39] benutzte Bezeichnung ent-
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nehmen. Die dritte Spalte gibt Vertreter der unipotenten Konjugiertenklassen von 2Dy(q)
an. Hierbei sind ¢ € I, C F ein Nichtquadrat und a € F mit a?’ = a, a? # a. Man beachte,
dass fiir die Konjugiertenklasse ¢;,; ein anderer Vertreter als in Geck [19] gewihlt wurde.
Die letzte Spalte schliefflich enthélt die Zentralisatorordnungen wie sie etwa Tafel 3.5.2 in
Geck [19] entnommen werden koénnen.

Gemischte Klassen

Um eine vollstindige Liste der Konjugiertenklassen von 3Dy4(q) = G¥ zu bekommen,
miissen wir die unipotenten Konjugiertenklassen der Zentralisatoren der halbeinfachen
Elemente von 2D4(q) = G¥ bestimmen. Diese sind auch schon von Geck in [19] und
Deriziotis und Michler in [14] bestimmt worden. Da in diesen Arbeiten jedoch keine Ver-
treter dieser Konjugiertenklassen angegeben werden, wollen wir an dieser Stelle die dazu
notwendigen Berechnungen kurz skizzieren.

Wir bestimmen die unipotenten Konjugiertenklassen der Zentralisatoren der halbein-
fachen Elemente des halbeinfachen Klassentyps hg. Die unipotenten Konjugiertenklassen
der Zentralisatoren der halbeinfachen Elemente der anderen halbeinfachen Klassentypen
lassen sich analog — meist sogar deutlich einfacher — ausrechnen.

Es sei s/ € G ein halbeinfaches Element, dessen Konjugiertenklasse zum halbeinfachen
Klassentyp hg gehort. Das Element s’ liegt in einem rationalen maximalen Torus T von G
(3.16 in Digne-Michel [15]). Dazu gibt es ein ¢ € G mit TY = T. Fiir dieses ist n :=
g 1F(g) € N(T), und wir schreiben w := nT € W = N(T)/T. Da die Konjugiertenklasse
von s’ zum halbeinfachen Klassentyp hg gehort, folgt aus den Tabellen A.3, A.4 und A.5
im Anhang, dass wir w = w,, Wy, Wy, = Wo und N = Ny, NpyNy, = no annehmen diirfen
(vergleiche auch Bemerkung 3.1.1). Das Element s” := (s')9 € T hat dann die Form

s" = h(t,1,t79,¢97") fiir ein t € F mit pa*—atl = 1,t# 1.

Die Operation von F auf Cg(s') entspricht der Operation des getwisteten Frobeniusmor-
phismus (Fn~!) auf Cg(s”), denn fiir # € G ist F(z)? = F(29)F@ 9 = nF(29). Fiir den
Zentralisator von s’ in G gilt also:

(Ca(s)T)? = {zeCal((s))|F(°x) =9z}
= {reCa(s")|9 TOF(x) =2} = COg(s") ™.
Mit anderen Worten: Cg(s”)#™ ") ist ein G-Konjugiertes von Cg(s')F. Zur Bestimmung

/
der Ordnung und der unipotenten Konjugiertenklassen von Cg(s')¥', geniigt es also, die
Ordnung und die unipotenten Konjugiertenklassen von Cg(s” )(F n~Y) zu berechnen.

Wir beginnen mit der Bestimmung von Cg(s”)*""). Wie in Anhang A.1 beschrieben
nummerieren wir die positiven Wurzeln von @ mit 71, ..., 712. Es sei z € Cg(s")F ") mit
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Bruhat—Zerlegung x = u/;n,hyu,. Aus der Eindeutigkeit der Bruhat—Zerlegung in G folgt
dann zunéchst: ul, ng, he,ur € Ca(s”). Insbesondere gilt: u), u, € U N Cg(s”). Wegen
UNCg(s") = Xpy Xy Xop, ist UNCg(s”) invariant unter (Fn~!). Da auBerdem Ng(T)
und T invariant unter (Fn~!) sind, folgt hieraus nun:

u;(Fnil) =, (nmhx)(F”l) = n,h, und u,gF"il) = Ug.

Die Fixpunkte in UNCq(s") = Xy, X;ry, X1y, und Ng(T) unter (Fn~!) kann man explizit

ausrechnen. Man erhilt: Die Elemente in Cg(s”)¥™") sind genau die Elemente der Form
h(tA7 440 47) 25(5)@50..(sT)30-125(r) (3.2)
und
~ ~ ~ 3 4 2
5(8)230+6(3)30+28(F) Ny, A(E AT LT 17) 25(8)230+6(57) T30426(r) (3-3)

mit r,s,t € F, @ +D@=1) = 1 gowie s, § Nullstellen des Polynoms X7 4+ X, r Nullstelle
des Polynoms X9— X — s9°*7 und 7 Nullstelle des Polynoms X9 — X — §9°+4. Damit haben
wir eine explizite Beschreibung von Cg(s”)F" "), Insbesondere folgt:

ICa(s") " =@ +1)(g - 1) + %@+ 1)(g—1) = ¢ (¢® + 1)*(g - 1).

Nun bestimmen wir die unipotenten Konjugiertenklassen von Cg(s”)F™ ). Aus Ta-
ble 2.4 in Deriziotis und Michler [14] kann man ablesen, dass es in Cg(s”)F" ") genau
zwei nichttriviale unipotente Konjugiertenklassen gibt.

Wir setzen:

1 = T3a+28(1),

zy = 2(5)30+5(57)T30425(r),
wobei s € F eine primitive 2(¢?> — 1)-te Einheitswurzel und r» € F eine Nullstelle des
Polynoms X? — X + s7™! sei. Dann sind 21 und 25 unipotente Elemente in Cg (s”)Fn ™).

Wie man durch Konjugation mit Elementen der Form (3.2) und (3.3) nachrechnet, gilt fiir
die Zentralisatorordnungen von z1 und z in Cg(s”)Fn ™)

\CCG(SH)@n*l)(wl)’ = q3<q3 +1)

bzw.
|CCG(5”)<FTF1) (z2)| = q2(q2 —q+1).

Damit haben wir also Représentanten fiir die beiden nichttrialen unipotenten Konjugier-
tenklassen von Cg(s” )(F ") und die zugehorigen Zentralisatorordnungen gefunden.
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Name | Représentant |Cs Du(q) |

€9.0 hg qg(qg + 1)2((] - 1)
9,1 hox3a425(1) A +1)

€9,2 ho3(8)x30+5(57)T30+25(T) (> —q+1)

Tabelle 3.3: Die gemischten Klassen zum halbeinfachen Klassentyp hg

Zusammenfassend erhiilt man somit: Die Konjugiertenklassen von 3Dy(q) = G, deren
Reprisentanten die Eigenschaft haben, dass ihr halbeinfacher Anteil den halbeinfachen
Klassentyp hg besitzt, sind durch Tabelle 3.3 gegeben. In der Tabelle ist s € F eine
primitive 2(¢? —1)-te Einheitswurzel und r € [ eine Nullstelle des Polynoms X9— X +s9*1.

Die iibrigen gemischten Konjugiertenklassen von 3Dy(q) = G lassen sich auf analoge
Weise — meist sogar erheblich einfacher — bestimmen. Eine vollstindige Liste der Konju-
giertenklassen ist in Tabelle A.7 im Anhang gegeben.

Zu den hier gewéhlten Bezeichnungen der Konjugiertenklassen ist folgendes zu sagen:
Wir haben zu jedem halbeinfachen Klassentyp h; von G Reprisentanten angegeben (Ta-
belle A.6). Die Zentralisatoren dieser Représentanten seien fiir den Moment mit ngf ™
bezeichnet. In Tabelle A.7 ist nun fiir jede unipotente Klasse von Cgﬁ ) mit Vertreter
u eine Zeile eingetragen, die zu den Klassen mit Représentant su gehort, wobei s Re-
priasentant einer Klasse des halbeinfachen Klassentyps h; aus Tabelle A.6 sei. Wir wollen
(Liibeck [34] folgend) eine solche Familie von Klassen einen Klassentyp nennen. Da unse-
re Vertreter halbeinfacher Klassen im Allgemeinen nicht in G¥' liegen, gilt dies auch fiir
die su. Ein Vertreter der Klasse von su, der in G liegt, ist 9su, falls g7'F(g) = n ist.
Wir bezeichnen die Klassentypen mit

Ci,gs
falls der halbeinfache Anteil zum halbeinfachen Klassentyp h; gehort. Mit dem zweiten
Index j werden die unipotenten Klassen von C n~t) durchgezéhlt, die nach fallender
Zentralisatorordnung sortiert sind. Dabei beginnen wir immer mit j = 0, so dass ¢; ¢ fiir
die halbeinfachen Klassen des Typs h; steht. Wenn wir die Klassen in einem Klassentyp
genauer bezeichnen wollen, schreiben wir ¢; ;(i1,...), wobei die Parameter sich auf den
halbeinfachen Anteil beziehen, wie in Tabelle A.6 festgelegt.

In spéiteren Teilen dieser Arbeit werden wir auch Konjugiertenklassen einiger Unter-
gruppen von G = G betrachten. Wenn wir betonen wollen, dass der Klassentyp Cij
Konjugiertenklassen in G' bezeichnet, so schreiben wir auch

G

C’i,j'
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3.2 Konjugiertenklassen einer Boreluntergruppe

Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2 bei. Auch in diesem Abschnitt sei weiterhin
Gl = 3D4(q), wobei wir die Voraussetzung beibehalten, dass ¢ ungerade ist. Es sei B die
Standard-Borel-Untergruppe

B:=TU

von G, und es sei BY die zugehérige Standard-Borel-Untergruppe von G, Zur Abkiirzung
setzen wir wieder

G = GF,
B := BF,
U = UF,
T = TF.
Dann zerfillt B in das semidirekte Produkt
B=TxU.

Die Ordnung von B = B ist:

1B = BF| = ¢"2(¢* — 1)(¢ — 1).

Halbeinfache Konjugiertenklassen

Weil B =T x U ein semidirektes Produkt und T abelsch ist, bilden die Elemente aus T
ein Vertretersystem fiir die halbeinfachen Konjugiertenklassen von B. Die halbeinfachen
Klassentypen von B wurden bereits in Geck [19] bestimmt. In B gibt es genau 12 halb-
einfache Klassentypen, die wir mit hq,..., 1o bezeichnen wollen. Um die halbeinfachen
Klassentypen von Bf von den zu G gehérigen zu unterscheiden, werden wir gelegentlich
auch hf bzw. hiG schreiben. Vertreter fiir die halbeinfachen Konjugiertenklassen von B
konnen der Tafel 3.8.2 in Geck [19] entnommen werden. Sie sind im Anhang in Tabelle A.8
noch einmal zusammengestellt.

Parametrisierung der halbeinfachen Klassen

Die Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von B nehmen wir analog zur Parame-
trisierung der halbeinfachen Klassen von GY vor. Die Vertreter und Parameterbereiche
sind in Tabelle A.9 im Anhang aufgefiihrt.
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Unipotente Konjugiertenklassen

Ein Vertretersystem fiir die unipotenten Konjugiertenklassen von B := B! lisst sich
so bestimmen wie es in Abschnitt 3.8 in Geck [19] beschrieben ist. Das Ergebnis ist in
Tabelle A.10 im Anhang dargestellt.

Die erste Spalte dieser Tabelle enthélt die in der vorliegenden Arbeit benutzten Be-
zeichnungen c¢; ; der unipotenten Konjugiertenklassen von B”. Die hier gewihlten Be-
zeichnungen {iberschneiden sich teilweise mit den Bezeichnungen der unipotenten Kon-
jugiertenklassen von GY. Wenn wir betonen wollen, dass Wir mit ¢;; eine unipotente
Klasse von B bzw. von GG meinen, dann schreiben wir auch c i bzw. CG Zur Motivation
der hier gewidhlten Bezeichnungen vergleiche man auch den néchsten Abschnltt iiber die
gemischten Klassen. In der zweiten Spalte der Tabelle A.10 sind die entsprechenden Be-
zeichnungen der unipotenten Klassen aus Geck [19] aufgefiihrt. Die dritte Spalte enthélt
die zugehorigen Représentanten. Zu jedem ¢; ; findet man in der vierten Spalte die Anzahl
der mit ¢; ; bezeichneten unipotenten Klassen. In der fiinften Spalte sind die zugehorigen
Zentralisatorordnungen aufgelistet.

Das in der dritten Spalte von Tabelle A.10 in den Reprisentanten auftretende ¢ ist das
auch schon bei den Reprisentanten von G auftretende Nichtquadrat ¢ € F mit (¢ = ¢
(vergleiche Abschnitt 3.1, ,,Unipotente Klassen®, sowie Anhang A.7).

Die Q;23 unipotenten Klassen von B, die mit c1,12 bezeichnet werden, sind durch eine
Menge
I € {(i,b) | i € {0,1},b € F* b7 = b}

mit |I;] = &= 2 parametrisiert. Auf dhnliche Weise sind die %1 unipotenten Klassen von
BY, die mit 01716 bezeichnet werden, durch eine Menge

I C{(i,b) | i € {0,1},b € F*,b? = b}

mit |Ip] = 2-1 parametrisiert. Diese beiden Parametermengen I; und I sind folgender-
maflen deﬁmert Zunéchst definieren wir auf der Menge

S:={zeF*z? =z}

eine Aquivalenzrelation. Wir nennen zwei Elemente z, z’ € S dquivalent, wenn z = &’ oder
x = —a/ gilt. Es sei nun S’ ein Vertretersystem der zu dieser Aquivalenzrelation gehérigen
Aquivalenzklassen. Es sei I die Menge aller Paare (i,b) € {0,1} x S’ mit (i,b) # (0,2).
Die Parametermenge I; ist dann definiert als die Menge aller Paare (i,b) € I, so dass

25(1)20+5(C")230+5(b) (3.4)

in G in der Konjugiertenklasse cf3 liegt. Ein Vertretersystem fiir die mit ¢y 12 bezeich-
neten unipotenten Klassen ist durch die Elemente 25(1)z20+5(¢")Z30+5(b) gegeben, wobei
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(i,b) die Menge I; durchlduft. Wenn wir besonders betonen wollen, dass wir die unipotente
Konjugiertenklasse von B mit dem Reprisentanten x5(1)224+5(¢%) 234+ 5(b) meinen, so
schreiben wir statt ci 12 auch préziser

01,12(2', b)

Die Parametermenge I ist nun definiert als die Menge aller Paare (i,b) € I — I;. Dies
ist gleichbedeutend damit, dass (i,b) € I genau dann in I liegt, wenn das Element der
Form (3.4) in G in der Konjugiertenklasse ClGA liegt. Ein Vertretersystem fiir die mit
c1,16 bezeichneten unipotenten Klassen ist durch die Elemente z5(1)x20+5(¢%)Z3a+5(b)
gegeben, wobei (i,b) die Menge I durchliuft. Auch hier treffen wir die Konvention,
dass wir statt ci 16 préziser c1,16(¢,b) schreiben ((i,0) € I), falls wir besonders beto-
nen wollen, dass wir die unipotente Konjugiertenklasse von B mit dem Repriisentanten

23(1) 20+ 5(¢")T30+5(b) meinen.

Die ¢+ 1 unipotenten Klassen von B, die mit c1,17 bezeichnet werden, sind durch eine
Menge

ncl={deF| (@) =d (@) #d}

mit |I3] = ¢ + 1 parametrisiert. Die Parametermenge I3 ist folgendermafien definiert:
Zunichst definieren wir auf der Menge I’ eine Aquivalenzrelation. Wir nennen zwei Ele-
mente a’,a” € I' Aquivalent, wenn es Elemente t,y € F mit t9~1 = 1,y? = y gibt, so
dass

a’ =t(a+y)

gilt. Die Parametermenge I3 ist dann definiert als ein Vertretersystem der zu dieser Aqui-
valenzrelation gehorigen Aquivalenzklassen. Es sei I3 auflerdem so gewiihlt, dass das bei
dem Représentanten der unipotenten Konjugiertenklasse cf5 von G auftretende a Ele-
ment von I3 ist (vegleiche Tabelle 3.2 in Abschnitt 3.1). Ein Vertretersystem fiir die mit
1,17 bezeichneten unipotenten Klassen ist durch die Elemente x4 (1)zq43(a’) gegeben,
wobei a’ die Menge I3 durchlduft. Auch hier treffen wir die Konvention, dass wir statt
c1,17 préziser c¢q,17(a’) schreiben (o’ € I3), falls wir besonders betonen wollen, dass wir die
unipotente Konjugiertenklasse von B mit dem Reprisentanten z4(1)xq+(a’) meinen.

Gemischte Klassen

Eine Liste der Konjugiertenklassen von B ist bereits in Tafel 3.8.2 in Geck [19] enthal-
ten. Die Zentralisatorordnungen der gemischten Klassen lassen sich analog zu den Zentra-
lisatordnungen der unipotenten Klassen berechnen (vergleiche Abschnitt 3.8 in [19]). Da
wir im Folgenden die Konjugiertenklassen von B mehrfach benétigen werden, sind der
Vollstindigkeit halber noch einmal simtliche Konjugiertenklassen von B in Tabelle A.11
im Anhang aufgelistet.
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Zu den hier gewéhlten Bezeichnungen der Konjugiertenklassen ist folgendes zu sagen:
Wir haben zu jedem halbeinfachen Klassentyp h; von BY Reprisentanten angegeben (Ta-

-1
belle A.9). Die Zentralisatoren dieser Représentanten seien fiir den Moment mit Cgﬁ )

bezeichnet. In Tabelle A.11 ist nun fiir jede unipotente Klasse von Cgﬁ ™ mit Vertreter u
eine Zeile eingetragen, die zu den Klassen mit Représentant su gehort, wobei s Repréasen-
tant einer Klasse des halbeinfachen Klassentyps h; aus Tabelle A.9 sei. Wir wollen eine
solche Familie von Klassen — analog zur Notation fiir G — einen Klassentyp nennen.

Wir bezeichnen die Klassentypen mit ¢; ;, falls der halbeinfache Anteil zum halbeinfa-
chen Klassentyp h; gehort. Mit dem zweiten Index j werden die unipotenten Klassen von
ngfl) durchgezahlt. Wir haben hierbei auf die Sortierung nach fallender Zentralisator-
ordnung verzichtet, sondern die in [19] gewihlte Reihenfolge beibehalten (die im Wesentli-
chen an den Fusionen der Klassen in G orientiert ist). Wir beginnen allerdings weiterhin
immer mit j = 0, so dass ¢;¢ fiir die halbeinfachen Klassen des Typs h; steht. Wenn
wir die Klassen in einem Klassentyp genauer bezeichnen wollen, schreiben wir ¢; j(i1,...),
wobei die Parameter sich auf den halbeinfachen Anteil beziehen, wie in Tabelle A.9 fest-
gelegt. Wenn wir betonen wollen, dass der Klassentyp ¢; ; Konjugiertenklassen in B = BF
bezeichnet, so schreiben wir auch cfj.

Fusionen der Konjugiertenklassen von Bf in G¥

In diesem Abschnitt wollen wir die Fusionen der Konjugiertenklassen von B := B in
G := GF bestimmen, d.h. wir suchen beziiglich der von uns gewihlten Parametrisierung
der Konjugiertenklassen von B bzw. G eine explizite Beschreibung der Abbildung, die jeder
Konjugiertenklasse ¢? von B die Konjugiertenklasse ¢ von G zuordnet. Wir beweisen
hierzu den folgenden

3.2.1 Satz
Die Fusionen der Konjugiertenklassen von Bf in G* sind durch die Tabelle A.12 im
Anhang gegeben.

Beweis: Die Fusionen der unipotenten Klassen wurden bereits in Geck [19] bestimmt. Den
dortigen Beweis auf Seite 90f kénnen wir wortlich ibernehmen, wenn man zum Nachweis
der Konjugiertheit der drei Elemente u3 := xg(1)zaq4s(—1), uf = x(1)z30+3(1) und
Za+8(1)r3045(1) noch beachtet, dass

viugyy ' = Tasp(1)23015(1) tnd (Zarp(1)23045(1))" = u3
mit vy := 2o (1) na h(1, =2,1,1) 2o (—1)x3045(1/2) gilt.

Die Fusionen der gemischten Klassen von BY ergeben sich folgendermafen: Die Fusionen
. F .
der Klassen c20, 2,1, c22, €2,3, C2.4, C50, C53, C54, C6,0, C6,1, C11,0, C11,1, C12,0 in G* sind
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r € GF y € BY zyx~t e BF
ngh(1, — hoxq (1) hszats(1)
ng haw3a-+26(1) h3T3a+p(1)
ngh(1, — hoto(1)T30+26(—1) | haZa+p(1)T30+5(1)
ngh(1, — howa(1)T30425(— h3rayp(1)73045(C)
Nang ha hy
nangh(l, — hat3a+26(1) haxp(1)
nongh(l, — hoxq(1) hyzoa+s(1)
nang hoto(1)z30+26(—1) | hazs(l)z20+5(—1)
nangh(1, ¢~ haza(1)x3a+25(—C) | hars(1)z20+5(—C)
nangnah(—1 hs(i)z (1) hs(i)z30-+25(1)
ngh(=1,1,— hs(i)z30+5(1) hs(i)z30-+25(1)
ng h7 (1) he (1)
ng h7(i)za+s(1) he(i)xa(1)
Ng h8(7') h7(2)
nah(=1,1, -1, hs(i)x2a+5(1) h7(i)xa+s(1)
N, hg(7) h1o ((q2 +q— 1)1)
N ho(i)z (1) hio ((¢% + ¢ — 1)i) Z30-425(1)
’ng hll(l) hl(](i)
ng hi1(i)x3a+25(1) hio(i)x3a+5(1)

Tabelle 3.4: Zum Beweis der Fusionen der Konjugiertenklassen von B in G

wegen der Wahl der Représentanten in den Tabellen A.7 und A.11 offensichtlich. Die
Aussagen iiber die Fusionen der restlichen Konjugiertenklassen von BY ergeben sich aus

Tabelle 3.4.

3.3 Konjugiertenklassen einer Levi-Untergruppe

Dieser Abschnitt und der Abschnitt 3.5 dienen dazu, die Konjugiertenklassen einer maxi-
malen parabolischen Untergruppe P von G zu berechnen. In diesem Abschnitt beginnen
wir damit, die Konjugiertenklassen einer Levi—-Untergruppe von P zu bestimmen.

Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2 bei. Es sei weiterhin G die in Kapitel 2 be-
schriebene einfache algebraische Gruppe von adjungiertem Typ mit Dynkin—Diagramm Dy
und F' : G — G der dort konstruierte Frobeniusmorphismus. Auch in diesem Abschnitt

verlangen wir stets, dass ¢ ungerade ist.
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Wir betrachten die Teilmenge J := {ry,r3,r4} von A. Es sei Lp die Standard-Levi-
Untergruppe von G zur Menge J, also

Lp= <Ta Xm ) X*h ) er ) X*Ts ) Xr4 , X,m),

wobei auf der rechten Seite das Untergruppenerzeugnis (als abstrakte oder algebraische
Untergruppe) von G gemeint ist. Dann ist Lp eine zusammenhingende reduktive alge-
braische Gruppe (30.2 in Humphreys [28]). Wegen pr; = r3, prg = rq und pry = r; ist Lp
eine F'—stabile Untergruppe, also eine rationale Levi-Untergruppe von G. Wir definieren
die Untergruppe Lp von Lp durch

Lp:= (Lp)" = (T", X0, X_a)
mit X, und X_, wie auf Seite 47. Die Ordnung von Lp ist:
ILp| = |(Lp)"| = ¢*(¢° = 1)(¢ — 1).

Lp ist als die Fixpunktmenge einer Frobeniusabbildung einer zusammenhéngenden re-
duktiven algebraischen Gruppe eine endliche Gruppe vom Lie-Typ. Zur Bestimmung der
Konjugiertenklassen von Lp steht uns daher die Theorie iiber die Konjugiertenklassen der
endlichen Gruppen vom Lie-Typ zur Vefiigung. Wir kénnen also &hnlich vorgehen wie bei
den Konjugiertenklassen von G = 3D,(q). Bedingt durch den kleinen Rang von Lp sind
die Rechnungen jedoch viel einfacher als bei G = 3Dy(q), so dass wir uns hier relativ
kurz fassen wollen.

Maximale Tori

Wie man am Dynkin—Diagramm des Wurzelsystems D, ablesen kann, ist die Weylgruppe
Wi, von Lp das direkte Produkt dreier Weylgruppen vom Typ A;. Genauer gilt:

WLP = (wh y Wrs wT4> = <wT1> X <w7“3> X <w1“4> = Lo X Lo X Lo.

Unter Beachtung von

F _ F_
5 = Wr, und w,, = wy,

F
Wy, = Wy , W,

T1

lassen sich die F'~Klassen von Wy, ausrechnen, und man erhélt: Es gibt in Wy, genau
zwel F—Klassen. Wir haben deren Vertreter so gewéhlt, dass sie mit den Vertretern wg = 1
und wy = Wy, Wy3wy, der F-Klassen von W iibereinstimmen. Somit gibt es in Lp = (Lp)¥
bis auf (Lp)F~Konjugation genau zwei maximale Tori, némlich

T = TF und T = T2 )

(vergleiche Tabelle A.4 im Anhang). Also gilt:
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3.3.1 Satz (Maximale Tori von Lp)

In Lp gibt es genau zwei Konjugiertenklassen von maximalen Tori. Eine Beschreibung
von Représentanten dieser beiden Konjugiertenklassen als Fixpunkte in T von getwisteten
Frobeniusmorphismen ist in Tabelle A.14 im Anhang gegeben.

Beweis: Siehe den vorangegangenen Abschnitt. |

Halbeinfache Konjugiertenklassen

Es gibt in Lp genau drei halbeinfache Klassentypen hq, ho und hs: Der halbeinfache Klas-
sentyp hi besteht genau aus den zentralen Klassen von Lp, wiahrend he und hs aus den
regulédren halbeinfachen Klassen bestehen. Ein Vertretersystem der halbeinfachen Konju-
giertenklassen von Lp = (Lp)¥ erhilt man, indem man fiir die beiden maximalen Tori
T} und T die Bahnen von W; "W, auf T berechnet. Wir halten in einem Satz fest:

3.3.2 Satz (Halbeinfache Klassen von Lp)
In Lp gibt es genau drei halbeinfache Klassentypen. Reprédsentanten fiir die zugehdrigen
halbeinfachen Konjugiertenklassen von Lp sind in Tabelle A.15 im Anhang gegeben.

Beweis: Siehe den vorangegangenen Abschnitt. |

Wenn wir betonen wollen, dass wir mit h; eine Vereinigung von Konjugiertenklassen in
. . . L
Lp meinen, so schreiben wir auch h;"*.

Parametrisierung der halbeinfachen Klassen

Die Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von Lp nehmen wir analog zur Parame-
trisierung der halbeinfachen Klassen von G vor. Die Vertreter und Parameterbereiche
sind in Tabelle A.16 im Anhang aufgefiihrt.

Unipotente Konjugiertenklassen

Die Operation des maximalen Torus T von Lp = (Lp)f auf der Wurzeluntergruppe X,
von Lp = (Lp)¥ besitzt genau 2 Bahnen. Somit gibt es in Lp genau 2 unipotente Konju-
giertenklassen. Als Repésentanten wihlen wir 1 und x,(1). Wir wollen noch kurz den Zen-
tralisator von z,(1) in Lp bestimmen. Unter Benutzung der Relationen aus Abschnitt 2.3
erhélt man:

Crp (wa(1) = {h(t, 2.t a(u) | tu € Fot9 = 1u = ).

Insbesondere gilt: |Cp, (z4(1))| = ¢*(g — 1).
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Gemischte Klassen

Da alle halbeinfachen Elemente von Lp = (Lp)¥ entweder zentral oder regulir sind, ist
die Kenntnis der halbeinfachen und unipotenten Klassen von Lp gleichbedeutend mit
der Kenntnis samtlicher Konjugiertenklassen von Lp, so dass wir diese Klassen nun alle
angeben kénnen.

3.3.3 Satz (Konjugiertenklassen von Lp)
Die Standard-Levi-Untergruppe Lp besitzt genau ¢* — ¢> + q — 1 Konjugiertenklassen.
Ein Vertretersystem fiir die Konjugiertenklassen ist in Tabelle A.17 im Anhang gegeben.

Beweis: Siche den vorangegangenen Abschnitt. Die Aussage iiber die Anzahl der Konju-
giertenklassen folgt aus Tabelle A.15 im Anhang. |

Die Bezeichnung der Klassentypen von Lp = (Lp)¥ in Tabelle A.17 nehmen wir wie bei
GF =3Dy(q) vor (vergleiche den Unterabschnitt ,, Gemischte Klassen“ in Abschnitt 3.1).
Wenn wir betonen wollen, dass der Klassentyp ¢; ; Konjugiertenklassen in Lp bezeichnet,

. . L
so schreiben wir auch c; ]1.” .
9,

3.4 Konjugiertenklassen einer weiteren Levi—Untergruppe

In diesem Abschnitt benutzen wir die Methoden aus dem vorigen Abschnitt, um die Kon-
jugiertenklassen eines weiteren Levi-Komplements zu berechnen. Wir werden diese bei der
Berechnung der Konjugiertenklassen einer weiteren maximalen parabolischen Untergruppe
von G benétigen. Da die Rechnungen und Argumente analog zu denen im vorangegan-
genen Abschnitt verlaufen (und teilweise sogar einfacher sind), fassen wir uns in diesem
Abschnitt kurz und geben hier nur die Ergebnisse an.

Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2 bei. Es sei weiterhin G die in Kapitel 2 be-
schriebene einfache algebraische Gruppe von adjungiertem Typ mit Dynkin—-Diagramm Dy
und F' : G — G der dort konstruierte Frobeniusmorphismus. Auch in diesem Abschnitt
verlangen wir stets, dass ¢ ungerade ist.

Wir betrachten die Teilmenge J := {ry} von A. Die Standard-Levi-Untergruppe von G
zur Menge J bezeichnen wir mit Lg, also

LQ = <T’ XT‘Q ) X*’r‘2>7

wobei auf der rechten Seite das Untergruppenerzeugnis (als abstrakte oder algebraische
Untergruppe) von G gemeint ist. Dann ist Lg eine zusammenhéngende reduktive algebrai-
sche Gruppe (30.2 in Humphreys [28]). Wegen pry = 79 ist Lp eine F—stabile Untergruppe,
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also eine rationale Levi-Untergruppe von G. Wir definieren die Untergruppe Lg von L
durch:
Lg = (Lg)" = (T, X5, X_p).

Die Ordnung von L ist:

Lol = |(Lg)"| = a(¢* - 1)(¢* — 1).

Maximale Tori

Wie man am Dynkin—Diagramm des Wurzelsystems D4 ablesen kann, ist die Weylgruppe

W, von Lq eine Weylgruppen vom Typ A;. Genauer gilt:

WLQ = (wr2> = ZQ.

Es gibt in Wy, genau zwei F'-Klassen. Als Vertreter kann man wo = 1 und wy = wy,
withlen. Somit gibt es in Lg = (Lg)¥ bis auf (Lg)"Konjugation genau zwei maximale
Tori, namlich den Standardtorus T§ = T und einen weiteren, getwisteten Torus T
(siehe Tabelle A.4 im Anhang). Also gilt:

3.4.1 Satz (Maximale Tori von Lg)

In Lq gibt es genau zwei Konjugiertenklassen von maximalen Tori. Fine Beschreibung
von Représentanten dieser beiden Konjugiertenklassen als Fixpunkte in T von getwisteten
Frobeniusmorphismen ist in Tabelle A.19 im Anhang gegeben.

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 3.3.1. |

Halbeinfache Konjugiertenklassen

Es gibt in L genau drei halbeinfache Klassentypen hq, hy und h3: Der halbeinfache Klas-
sentyp hi besteht genau aus den zentralen Klassen von Lg, wihrend hy und h3 aus den
regulédren halbeinfachen Klassen bestehen. Fin Vertretersystem der halbeinfachen Konju-
giertenklassen von Lg = (Lg)f erhiilt man, indem man fiir die beiden maximalen Tori
Tg und Tf die Bahnen von W; N W, auf Tf berechnet. Wir halten in einem Satz fest:

3.4.2 Satz (Halbeinfache Klassen von L)
In Lg gibt es genau drei halbeinfache Klassentypen. Représentanten fiir die zugehdrigen
halbeinfachen Konjugiertenklassen von Lg sind in Tabelle A.20 im Anhang gegeben.
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Beweis: Analog zum Beweis von Satz 3.3.2. |

Wenn wir betonen wollen, dass wir mit h; eine Vereinigung von Konjugiertenklassen in
. . . L
L meinen, so schreiben wir auch h; Q.

Parametrisierung der halbeinfachen Klassen

Die Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von Lg nehmen wir analog zur Parame-
trisierung der halbeinfachen Klassen von G vor. Die Vertreter und Parameterbereiche
sind in Tabelle A.21 im Anhang aufgefiihrt.

Unipotente und gemischte Klassen

Die Bestimmung der unipotenten und gemischten Konjugiertenklassen von Lg verlduft
analog zur Bestimmung der unipotenten und gemischten Konjugiertenklassen von Lp.
Das Ergebnis ist in folgendem Satz zusammengefasst:

3.4.3 Satz (Konjugiertenklassen von L)
Die Standard-Levi-Untergruppe Lg besitzt genau ¢* + ¢* — ¢ — 1 Konjugiertenklassen.
Ein Vertretersystem fiir die Konjugiertenklassen ist in Tabelle A.22 im Anhang gegeben.

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 3.3.3. |

Die Bezeichnung der Klassentypen von Lg = (Lg)¥ in Tabelle A.22 nehmen wir wie bei
G =3Dy(q) vor (vergleiche den Unterabschnitt , Gemischte Klassen® in Abschnitt 3.1).
Wenn wir betonen wollen, dass der Klassentyp c; ; Konjugiertenklassen in Lp bezeichnet,

. ) L
so schreiben wir auch cijQ.

3.5 Konjugiertenklassen einer maximalen parabolischen Un-
tergruppe

In diesem Abschnitt werden die Konjugiertenklassen einer maximalen parabolischen Un-
tergruppe P von G bestimmt. Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2 bei. Es sei
weiterhin G die in Kapitel 2 beschriebene einfache algebraische Gruppe von adjungiertem
Typ mit Dynkin—Diagramm D4 und F': G — G der dort konstruierte Frobeniusmorphis-
mus. Auch in diesem Abschnitt verlangen wir stets, dass ¢ ungerade ist.

Wir betrachten die Teilmenge J := {r1,r3, 74} von A. Es sei P die Standard—parabolische—



Konjugiertenklassen einer maximalen parabolischen Untergruppe 69

Untergruppe von G zur Menge J, also
P = <B’ Nry sy Mg nT4>7

wobei auf der rechten Seite das Untergruppenerzeugnis (als abstrakte oder algebraische
Untergruppe) von G gemeint ist. P ist eine zusammenhingende abgeschlossene Unter-
gruppe von G, die wegen pri = r3, prs3 = r4 und pry = 71 zusitzlich F—stabil ist. Also
ist P eine rationale parabolische Untergruppe von G. Wir definieren die Untergruppe

P:=P)'= (B, n,).

Also ist P eine parabolische Untergruppe der endlichen Gruppe G = G = 3Dy(q). Fiir
die Ordnung von P gilt:

IP| = PF|=¢"(¢° —1)(¢—1).

Als parabolische Untergruppen besitzen P und P eine besonders wichtige gruppentheore-
tische Eigenschaft, die durch den folgenden Satz beschrieben wird:

3.5.1 Satz (Levi—Zerlegung von P und P)
Es seien wie oben

LP - <T7 X?"l ) X*Tl ) X7'3 ) X*T3 ) X7'4 P X*T4>

und
Lp = (Lp)" =(T", X0, X_0)

mit X, und X_, wie auf Seite 47. Es seien ferner:

Up := H X,

redt
T#T1,T3,T4

und
Up = (Up)" = X3Xai5X20+5X30+5X30+25-

Dann ist P das semidirekte Produkt:
P=L p X U P,
und P ist das semidirekte Produkt:

P:LPD(UP.
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Beweis: Dies folgt aus Proposition 2.6.4 in Carter [7], wenn man noch beachtet, dass G
und G = G Gruppen mit zerfallenden BN-Paaren sind. |

Die unipotente Untergruppe Up von P bzw. Up von P heifit das unipotente Radikal von
P beziehungsweise P. Die Untergruppe Lp von P beziechungsweise Lp von P heifit ein
Levi—-Komplement von P beziehungsweise P.

Da wir die Konjugiertenklassen von Lp bereits kennen, liegt es nahe, Lp als Faktor
von P aufzufassen und die Konjugiertenklassen von P dadurch zu bestimmen, dass man
untersucht, wie die Konjugiertenklassen dieses Faktors in P aufspalten. Genau dies soll in
den néichsten Unterabschnitten untersucht werden.

Maximale Tori

Wie man dem Beweis von Proposition 3.3.3 in Carter [7] entnehmen kann, ist ein Vertre-
tersystem der Lp—Konjugiertenklassen der F'—stabilen maximalen Tori von Lp auch ein
Vertretersystem der P-Konjugiertenklassen der F—stabilen maximalen Tori von P. Somit
besteht ein Vertretersystem der P—-Konjugiertenklassen der F-stabilen maximalen Tori
von P genau aus den in Tabelle A.14 im Anhang aufgefithrten Tori.

Halbeinfache Konjugiertenklassen

Wir gehen bei der Bestimmung der halbeinfachen Konjugiertenklassen von P = P¥ dhnlich
vor wie bei BY und G¥'. Ziel dieses Unterabschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes:

3.5.2 Satz (Halbeinfache Klassentypen von P)

Die parabolische Untergruppe P = P¥ besitzt genau 12 halbeinfache Klassentypen. Ver-
treter fiir die zu diesen halbeinfachen Klassentypen gehdrigen Konjugiertenklassen kénnen
so gewéahlt werden wie in Tabelle A.23 im Anhang angegeben.

Beweis: Jedes halbeinfache Element aus P ist zu einem Element aus dem maximalen
Torus TY oder dem maximalen Torus T4 in P konjugiert (dies folgt aus Digne-Michel [15],
Corollary 0.12 und Corollary 3.16 sowie aus Proposition 3.3.3 in Carter [7], angewandt auf
die zusammenhéngende F-stabile algebraische Gruppe P). Insbesondere ist also jedes
halbeinfache Element aus P konjugiert in P zu einem halbeinfachen Element aus Lp.
Sind zwei Elemente x,y € Lp zueinander in P konjugiert, so sind sie bereits zueinander
in Lp konjugiert (fasse Lp als Faktor von P auf). Hieraus folgt, dass ein Vertretersystem
der halbeinfachen Konjugiertenklassen von Lp auch ein Vertretersystem der halbeinfachen
Konjugiertenklassen von P ist.

Gehoren zwei halbeinfache Klassen von Lp zu unterschiedlichen halbeinfachen Klas-
sentypen von Lp, so gehoren sie auch zu unterschiedlichen halbeinfachen Klassentypen
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von P (fasse Lp als Faktor von P auf). Umgekehrt kann es allerdings passieren, dass
halbeinfache Klassen von Lp, die zum gleichen halbeinfachen Klassentyp von Lp gehoren,
zu unterschiedlichen halbeinfachen Klassentypen von P gehoren.

Wir miissen also noch die halbeinfachen Klassentypen der halbeinfachen Klassen von
Lp in P bestimmen. (In etwas unpriziserer Ausdrucksweise: Wir miissen die ,, Aufspaltung
der halbeinfachen Klassentypen® von Lp in P bestimmen.) Hierzu benutzen wir neben
der Kenntnis der Konjugiertenklassen von Lp auch die Kenntnis der Konjugiertenklassen
von B.

Wir bestimmen zunéchst fiir die zentralen Klassen von Lp (vergleiche Tabelle A.15 und
Tabelle A.17 im Anhang) mit Vertretern

h(t,t%,t,t), teF, t971 =1

die Zentralisatoren in P sowie in P. Fiir die Bestimmung des Zentralisators in P ist auf
Grund der Levi-Zerlegung nur zu untersuchen, mit welchen Elementen

b= 25(52)Tat(53)T20+8(54)T30+5(55)T3a-+28(S6)

aus dem unipotenten Radikal sie vertauschen. Die Gleichung bh(t,t2,t,t) = h(t,t%,t,t)b
ist dquivalent zu folgendem Gleichungssystem:

—8;+ts;=0,1=2,...,5,
—s6 + t236 =0.
Fiir die Zentralisatoren erhilt man somit:
Cp(h(1,1,1,1)) = P,
CP (h(_17 1) _17 _1)) - <LP7 X3Oé+2ﬂ> 3
Cp (h(t,t*,t,t)) = Lp
fir t971 =1, t2 £ 1.
Eine analoge Rechnung in G liefert:
Cp(h(1,1,1,1)) = P,
Cp (h(—l,l,—l,—l)) <LP7 XT12>a
Cp (h(t,#%,1)) = Lp

fir t971 =1, 2 # 1.
Dies liefert die halbeinfachen Klassentypen hj, he und hy in Tabelle A.23. (Diese drei
halbeinfachen Klassentypen sind paarweise verschieden, da die zugehorigen Zentralisato-

ren P, LpX, , und Lp in P wegen ihrer unterschiedlichen Dimensionen paarweise nicht
konjugiert sind.)
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Als néchstes wollen wir fiir die nicht—zentralen halbeinfachen Klassen von Lp, deren
Vertreter in T(If liegen, die halbeinfachen Klassentypen in P bestimmen. Hierzu machen
wir folgende einfache Beobachtung: Das Element n, := n, ny,n,, ist in W enthalten und
operiert somit per Konjugation auf T}'. Liegen zwei Elemente s1,s2 € T{ in Konjugier-
tenklassen von gleichem halbeinfachem Klassentyp, so gilt dies auch fiir "*s; und "<s;.
Also liefert die Operation von n, auf T§ per Konjugation von links eine Operation von ng
auf denjenigen halbeinfachen Klassentypen von B, die aus Konjugiertenklassen mit Ver-
tretern in T} bestehen. Es sei h(ty, 2,9, t‘f) ein solcher Vertreter, also 15(113_1 = t'f_l =1,

ty # t3. Dann ist der Zentralisator Cp (h(t1,ta, 4, t‘f)) in B enthalten. Da wir die halbein-
fachen Klassentypen von B gem#fl Tabelle A.8 als bekannt voraussetzen kénnen, berechnen
wir zunéchst die Bahnen von n := n,, ny,n,, auf den halbeinfachen Klassentypen von BF.

Diese Bahnen ergeben sich aus Tabelle 3.5. Die Aussagen in dieser Tabelle ergeben sich
aus Tabelle 3.6 und Tabelle A.8 im Anhang.

Wy | Y| hg | g\ BT RS | RE | B | g | G| G | R | T

L I O I O I T A T o Il R (O R Y e

Tabelle 3.5: Operation von n, auf den halbeinfachen Klassentypen von B’

Typ | Représentant h ey
hB h(-1,-1,—-1,-1) h(1,-1,1,1)
hB | h(t,1,19,19%) h(t=1,1, (1), (1))

tq2+q+1 =1,t#1

hB h(t,t,t,t) h(1,t,1,1)
-1 =112 #£1

héi' h(§27tq2+q+1ét2q’t2q2) h(tq2+‘1_1, (tq2+q—1)q2+q+1’ (tq2+q—1)q’ (tq2+q—1)q2)
t =1, ¢ Hatl £ 1 12 £1

hB | h(t,1,19,69%) At 1, (1), (071)9°)
pa°=1 =1, e tatl £ 1 42 £

2 -1 -1 —1y42
R, | h(t1,te,t,t)) h(taty ', ta, (taty )9, (t2t] 1))
19 g o

2
tr A 1ty to £ 1,635 ¢ T £ 4o 43

Tabelle 3.6: Zur Bestimmung der halbeinfachen Klassentypen von P
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Dies liefert die halbeinfachen Klassentypen hs, hs, hg, h7, hg und hg in Tabelle A.23.

Wéhlt man Vertreter h(t1,t2,td, tclﬁ) fiir die zu diesen halbeinfachen Klassentypen gehori-
gen halbeinfachen Konjugiertenklassen wie in Tabelle A.23, so sind die Zentralisatoren

Cp(h(t1,ta, 1, t‘f)) in B enthalten, insbesondere gilt:

Op(h(ty, 12, t9,t7)) = Cg(h(ty,t2,t%,t7)) und
2 2
Cp(h(ti,t2,t,t])) = Cg(h(ti,t2,t],t]))

Die Zentralisatoren auf der rechten Seite dieser Gleichungen lassen sich mit den Relationen
aus Abschnitt 2.3 ausrechnen. Dass die halbeinfachen Klassentypen hs, hs, hg, h7, hg und
hg in Tabelle A.23 paarweise verschieden sind, folgt nun aus den Zentralisatorordnungen

|Cp(h(t1,t2,t], t'{Q))| und der Tatsache, dass X,,, von P normalisiert wird.

Zum Schluss wollen wir noch die halbeinfachen Klassentypen von P bestimmen, die aus
Konjugiertenklassen mit Vertretern in TS bestehen. Es sei h(t, tq3+1, tq4,tq2) ein solcher
Vertreter, also HP+1)(a-1) = 1, t9=1 £ 1. Wir bestimmen zunichst die Zentralisatoren von
h(t,t0° 1 ¢4 19°) in P sowie in P. Fiir 1 £ 1 und t971 # 1 wissen wir bereits aus
Tabelle A.5 im Anhang, dass h(t, ta*+L tq4, tqQ) regulir in G ist. Somit hat man:

Cp(h(t, 9+ 14" 19°) = T, und
Cp(h(t, 10+ ¢ 1) = TF.
fiir ¢ D@1 = 1, ¢a*+1 £ 1 und 971 £ 1.

Die Zentralisatoren Cg (h(t, ¢, t4",17°)) und Cg(h(t, t7+1, 9" 19%)) fiir t°~9+! = 1,
t # 1 haben wir bereits bei der Bestimmung der gemischten Klassen von G = G in
Abschnitt 3.1 berechnet. Wir erhalten daraus:

Cp(h(t, 7T 10" 1) = TuX,,X,, X, und
Cp(h(t,t T 17" 17"y = TFX
fiir t°~4+1 = 1, ¢ # 1. Hierbei ist X definiert als die Menge aller 23(8)x3a+8(57)30-+28(T)
mit r, s € F, s Nullstelle des Polynoms X ¢4 X ,  Nullstelle des Polynoms X7 — X — s0°+a,
Auf analoge Weise erhilt man die Zentralisatoren fiir 1 = 1, o’ —a+1 £1,t2£1:
Cp(h(t, 9+ 19" 19°) = TyX,, und
CP(h<t? tq3+17 tQ47 tq2> = T§X3a+25'
Dies liefert die halbeinfachen Klassentypen hig, h11 und his aus Tabelle A.23. Die

paarweise Verschiedenheit dieser drei Klassentypen folgt aus den unterschiedlichen Di-
mensionen der Zentralisatoren in P. Damit sind die Aussagen iiber die halbeinfachen
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Klassentypen in Tabelle A.23 bewiesen. Die Aussagen iiber die Anzahlen der Konjugier-
tenklassen in den einzelnen halbeinfachen Klassentypen ergeben sich aus der Operation
von n, auf den maximalen Tori (vergleiche Tabelle 3.6). Damit sind alle Aussagen aus
Tabelle A.23 und damit Satz 3.5.2 vollstindig bewiesen. |

Damit haben wir die halbeinfachen Konjugiertenklassen von P bestimmt. Hinsichtlich
der Bezeichnung der halbeinfachen Klassentypen h; von P gehen wir wie iiblich vor: Wenn
wir betonen wollen, dass der halbeinfache Klassentyp h; eine Vereinigung von Konjugier-
tenklassen in P bezeichnet, so schreiben wir auch hf .

Parametrisierung der halbeinfachen Klassen

Die Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von P = P¥ nehmen wir analog zur Para-
metrisierung der halbeinfachen Klassen von G vor. Die Vertreter und Parameterbereiche
sind in Tabelle A.24 im Anhang aufgefiihrt.

Unipotente Konjugiertenklassen

Es soll in diesem Unterabschnitt beschrieben werden, wie sich die unipotenten Konjugier-
tenklassen von P = P¥ bestimmen lassen, d.h. ihre Vertreter und deren Zentralisatorord-
nungen in P. Dies ist die schwierigste Aufgabe bei der Bestimmung der Konjugiertenklas-
sen von P. Hierzu gehen wir wie folgt vor: Die unipotenten Elemente in P sind genau die
p—Elemente von P, also die Elemente von P, deren Ordnung eine Potenz von p ist. Da

U= UF = XaXﬁXa+ﬁX2a+ﬁX3a+ﬁX3a+25

eine p-Sylowgruppe von P ist, kénnen wir fiir jede unipotente Konjugiertenklasse von P
einen Vertreter finden, der in U liegt. Zur Bestimmung eines Vertretersystems der unipo-
tenten Klassen geniigt es also, sich zu {iberlegen, wie die unipotenten Konjugiertenklassen
CEO, cfl, R 0518, von B = B, die wir bereits aus Abschnitt 3.2 kennen (vergleiche
Tabelle A.10 im Anhang), in P fusionieren.

Im Einzelnen wurden die Berechnungen so vorgenommen: Es durchlaufe x die Vetreter
der unipotenten Konjugiertenklassen cfo, cﬁl, ceey 0518 von B wie man sie der Tabelle
A.10 entnehmen kann. Falls ohne gréfieren Aufwand moglich, wird zunéchst der Zentrali-
sator von x in P bestimmt. Insbesondere fiir Klassen, die im unipotenten Radikal Up von
P enthalten sind, lasst sich aus der Zentralisatorordnung bereits viel iiber die méglichen
Fusionen aussagen, in vielen Féllen ist hierdurch sogar bereits die Fusion eindeutig festge-
legt. Ist dies nicht der Fall, so werden die verschiedenen Vertreter der Konjugiertenklassen
von B auf Konjugiertheit in P getestet. Selbstverstéindlich geniigt es, nur solche Vertreter
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auf Konjugiertheit in P zu untersuchen, deren Konjugiertenklassen in die gleiche Kon-
jugiertenklasse von 3Dy4(q) fusionieren. (Diese Fusionen kénnen Tabelle A.12 im Anhang
entnommen werden.) Hieraus kann man dann bestimmen, welche der unipotenten Klassen
von B in eine einzige Klasse von P fusionieren.

3.5.3 Bemerkung

Es wire sehr wiinschenswert, die bei den Zentralisator— und Fusionsberechnungen auf-
tretenden polynomialen Gleichungssysteme automatisch (per Computer) l6sen zu kénnen.
Insbesondere bei den getwisteten Chevalleygruppen, wie beispielsweise den Steinbergschen
Trialitdtsgruppen, treten in diesen polynomialen Gleichungssystemen jedoch hiufig Poly-
nome auf, deren Exponenten von ¢, also vom Frobeniusmorphismus F' abhingen. Dies
erkennt man bereits an den Kommutatorrelationen in Tabelle 2.3. Es scheint nicht oh-
ne Weiteres vorstellbar, solche Systeme automatisch l6sen zu konnen. Selbst von Hand
sind solche Systeme (selbst bei kleiner Gleichungs— und Variablenanzahl) héufig nur sehr
schwer 1osbar. Man vergleiche hierzu auch die Bemerkungen in Abschnitt 3.9 in Geck [19].

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes:

3.5.4 Satz (Unipotente Klassen von P)

Die parabolische Untergruppe P = P¥ besitzt genau g+ 11 unipotente Konjugiertenklas-
sen. Repréasentanten und Zentralisatorordnungen sind wie zu Beginn der Tabelle A.25 im
Anhang angegeben.

Beweis: Um Mehrdeutigkeiten in der Bezeichnung der unipotenten Klassen von B, P
bzw. G zu vermeiden, bezeichnen wir in diesem Beweis die Konjugiertenklassen von P

(die in Tabelle A.25 mit ¢;;, j =0, ..., 10 bezeichnet sind) auch mit cfj.

Wir beschreiben nun die zur Berechnung der Fusionen und Zentralisatoren nétigen Be-
rechnungen fiir jede unipotente Klasse cf ; von B:

B .
6170.

Dies ist die Konjugiertenklasse des Einselements, so dass die Zentralisatorordnung durch
1Pl =4q"(¢" = 1)(a—1)
gegeben ist.
B .
0171.

Der Représentant dieser Klasse ist o := x3,423(1). Er wird zentralisiert von U = U¥, so

2
dass man nur testen muss, welche Elemente b der Form b = x4(r)noh(t, t2,t{,t] ) das
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Element x zentralisieren. Die Gleichung bx = xb ist dquivalent zu:
to = 1.

Dies liefert:
ICp(z)] = ¢"%(¢* — 1) + ¢"*(¢* — 1)¢® = ¢"*(¢® - 1).

Wie man an den Zentralisatorordnungen ablesen kann, ist also insbesondere
Cp(z) = Cg(x).

Man beachte, dass die Konjugiertenklasse von x in P genau ¢ — 1 Elemente umfasst ebenso
wie die Konjugiertenklasse von x in B, d.h. die Konjugiertenklasse von z in B stimmt mit
der von x in P iiberein. Als Konsequenz hieraus ergibt sich, dass die Klassen cfQ und cfg
in P nicht in die gleiche Klasse wie cf ; fusionieren kénnen.

B B .
o und cp’s:

Die Repriisentanten dieser Klassen sind z := z3,14(1) und y := z(1). Wegen ny'an, =y

fallen diese beiden Klassen in P zusammen. Da cfQ und cfg im unipotenten Radikal Up
von P enthalten sind und dieses normal in P ist, ist die Konjugiertenklasse von x in P
genau die Vereinigung von 0{372 und cfg. Fiir die Zentralisatorordnung ergibt sich also:

N U B o ) [ () R T PP
PO T T e -y =@l

B B B .
4y €15 und ¢y’

Es soll zunéchst der Zentralisator des Vertreters x := x2,43(1) der Klasse cﬁ 4 berechnet
werden. x wird zentralisiert von allen Wurzeluntergruppen, die in U = U¥ enthalten
sind, aufler von X, und X, 3. Es muss also nur getestet werden, welche Elemente b der
Form b = zo(r)nah(ty, t2, 4, t‘f2)ma(s)xa+5(t) das Element x zentralisieren. Die Gleichung
bx = zb fithrt auf die Gleichung;:
(Tl —
1 2 =

Y

was wegen t1,te # 0 nicht erfiillt ist. Also gilt:

ICp(@)] = |Cp(2)| = ¢"(¢ — 1).

Bezeichnet cf’ 3 die Konjugiertenklasse von x in P, so erhdlt man fuer die Lénge von e 3t

P 1P| (@ =Dg-1) _ o 4 B B
C = = = — 1 = |C + C
| 1,3’ |CP($)| qlo(q _ 1) q (q ) | 1,4’ | 1,5

+‘056|'
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Da 054, 0{3:5 und cfﬁ im unipotenten Radikal von P enthalten sind, und {iberdies die
einzigen Konjugiertenklassen im unipotenten Radikal von P sind, die nach C?Q fusionieren,
gilt somit: ¢y = P, U Py U Py, Insbesondere fusionieren also die Klassen c?,, ¢P- und
056 alle nach cﬁ 3.

B .
6177.

Der Représentant dieser Klasse ist « := z,(1). Wegen x € Lp kénnen wir aus Tabelle A.17
bereits ablesen, dass Cp(z) C B gilt. Also hat man:

Cp(2)| = |Cp(2)| = ¢"(¢ — 1).

B B B B .
€1,8: €1,97 €110 und C1,12°

Es soll zunéchst der Zentralisator des Représentanten = := zg(1)z3445(1) der Klasse
cfg berechnet werden. x wird zentralisiert von den Wurzeluntergruppen X, 3,X2,43 und
X3q+23 und den Elementen

nah(t, 1,19, 1% )z4(s)w3045(s + 1)

mit s,t € F, s¢ = s und t 191 = 1. Letzteres verifiziert man durch Nachrechnen unter
Benutzung der Relationen aus Abschnitt 2.3. Somit gilt:

ICp(z)| > [Cp(x)|+¢* ¢* q-q- (@ +q+1)=2¢°(g" +q+1).

Aus den Fusionen in Tabelle A.12 und den Zentralisatorordnungen in Tabelle A.7 wissen
wir aber, dass |Ca(z)| = 2¢%(¢® + ¢ + 1) gilt. Also gilt Cp(x) = Cg(z) und

Cp(2)] = 2¢°(¢* + g + 1).
Bezeichnet c{j 5 die Konjugiertenklasse von x in P, so erhédlt man fiir die Lénge von c{j 5

|P| q* .
el sl = 7 = 5 (@ + V(g = 1% = lefs + lelgl + el ol + D lef1a(i,b)].
|Cp(z)] 2 e

Da 0{378, cfg, cflo und cflg(z', b) im unipotenten Radikal von P enthalten sind, und iiber-
dies die einzigen Konjugiertenklassen im unipotenten Radikal von P sind, die nach 0?3
fusionieren, gilt somit: cf 5 = cfg U cfg U Cflo Ua.pen cflg(i, b). Insbesondere fusionieren

also die Klassen cPq, cPy, cP1, und P15 (i, ) alle nach cfs.
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B .
‘ra11°
Der Représentant dieser Klasse ist  := x4 (1)z34428(—1). Wegen x € Lp kénnen wir aus
Tabelle A.17 bereits ablesen, dass Cp(z) C B gilt. Also hat man:

ICp(2)] = |Cp(x)| = 2¢".

B B B .
€113 C1,14 und C1,16°

Der Reprasentant der Klasse cﬁl 415t  := 2q48(1)234+43(C). Es soll zunéchst eine untere
Schranke fiir die Ordnung des Zentralisators C'p(x) bestimmt werden. Wir wissen, dass x
im unipotenten Radikal von P enthalten ist und dass cfl 4 in die Klasse cf4 von G = 3Dy(q)
fusioniert. Die einzigen Konjugiertenklassen, die im unipotenten Radikal von P enthalten
sind und nach cf4 fusionieren, sind die Klassen 6513, 0514 und cflﬁ. Bezeichnet cf? , die
Konjugiertenklasse von z in P, so ist also cf - eine Vereinigung der Klassen 0{3714 und
gewisser der Klassen cflg und 0516. Man erhalt somit die folgende Abschatzung:

4
. q
et 7] < lethsl + lefal + Z et 161, b)| = 5(613 —-1)(¢* - 1).
(i,b)GIQ

Fiir die Zentralisatorordnung ergibt sich damit folgende untere Schranke:

¢*(¢° —1)(¢-1)
4

S -1 -1

Die rechte Seite dieser Ungleichung ist aber genau die Ordnung des Zentralisators Cg(x)

von z in G = 3Dy4(q). Somit hat man in den obigen Ungleichungen Gleichheit, und man
erhilt insbesondere Cp(z) = Cq(z). Es folgt weiter, dass ClGA die Vereinigung sidmtlicher

|Cp(x)] > =2¢%(¢* —q +1).

Klassen ¢35, cPy, und ¢4 ist, d.h. alle Klassen ¢, ¢, und ¢P,4 fusionieren nach c§,.

B .
€115
Der Représentant dieser Klasse ist  := 24 (1)z3q428(—(). Wegen x € Lp kénnen wir aus
Tabelle A.17 bereits ablesen, dass Cp(z) C B gilt. Also hat man:

Cp(x)| = [Cp(x)| = 24"

CHLE

Die Repriisentanten dieser Klassen sind z(a’) := x4 (1)zat5(a’), mit o’ € I3. Sie werden
zentralisiert von X344 und X3,423. Um diese Vertreter auf Konjugiertheit in P zu testen,
geniigt es also mit Elementen b der Form

2
b= za(r)nah(ts,ta, t({v t(f )70 (8)25(t)Tayp(w)T2045(V)
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zu konjugieren. Durch Nachrechnen sieht man, dass bx(a’)b~! nicht in Up enthalten ist.
Insbesondere sind also die Vertreter z(a’) und z(a”) fiir ' # a” nicht konjugiert in Bn,B.
Da sie nach Konstruktion auch nicht in B konjugiert sind, sind also z(a’) und z(a”) fiir
a’ # a” auch nicht konjugiert in P. Die Klassen cfn(a' ) fusionieren also jeweils in eine
eigene Konjugiertenklasse in P, die mit cf o(a’) bezeichnet werde. Fiir die Zentralisatoren

ergibt sich insbesondere Cp(z(a’)) = Cp(z(a’)), also

Cp(z(d)] = |Cp(a(a))] = ¢°.

B .

€118

Der Reprisentant dieser Klasse ist z := x,
unipotenten Elemente, und es gilt Cq(z) C
ergibt sich daher:

(1)xzg(1). Dies ist die Klasse der reguldren
B, also insbesondere Cp(z) = Cp(z). Es

Cp(x)| = Cp(x)| = ¢".
Damit sind alle Aussagen aus Satz 3.5.4 bewiesen. |

Gemischte Klassen

In diesem Abschnitt wollen wir die Bestimmung der Konjugiertenklassen von P abschlie-
Ben. Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes.

3.5.5 Satz (Konjugiertenklassen von P)

Die maximale parabolische Untergruppe P von G = 3Dy(q) besitzt genau ¢*+¢34+q¢>+3q+7
Konjugiertenklassen. Ein Vertretersystem fiir die Konjugiertenklassen ist in Tabelle A.25
im Anhang gegeben.

Beweis: Um eine vollstdndige Liste der Konjugiertenklassen von P zu bekommen, miissen
wir die unipotenten Konjugiertenklassen der Zentralisatoren der halbeinfachen Elemente
von P bestimmen.

Wir beginnen mit den halbeinfachen Konjugiertenklassen vom Typ hi, also der Kon-
jugiertenklasse des Einselementes. Die zugehoérigen unipotenten Konjugiertenklassen des
Zentralisators sind genau die unipotenten Konjugiertenklassen von P. Diese wurden be-
reits im vorangegangenenen Abschnitt (,, Unipotente Klassen“) bestimmt. Dies liefert die
Konjugiertenklassen vom Typ ci 0, ..., c1,10 in Tabelle A.25 und die zugehorigen Zentra-
lisatorordnungen.

Als néchstes betrachten wir die halbeinfachen Klassentypen hg, hs, hg, h7, hg und
hg von P. Wihlt man die Vertreter der zu diesen Klassentypen gehorigen halbeinfachen
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Konjugiertenklassen von P wie in Tabelle A.23, so haben wir bereits im Unterabschnitt
»,Halbeinfache Klassen*“ gesehen, dass die zugehorigen Zentralisatoren in B liegen. Die
zugehorigen unipotenten Konjugiertenklassen der Zentralisatoren sowie die zugehorigen
Zentralisatorordnungen kénnen wir also einfach der Tabelle A.11 im Anhang entnehmen.
Dies liefert die Konjugiertenklassen vom Typ c3 ;, ¢s j, C6 5, €75, ¢s,; und cg o in Tabelle A.25
und die zugehorigen Zentralisatorordnungen.

Nun betrachten wir den halbeinfachen Klassentyp h4 von P. Als Vertreter der zugehori-
gen halbeinfachen Konjugiertenklassen kann man laut Tabelle A.23 die Elemente

h(t,t%,t,t) mit t € F, ¢t =1,¢2 #1
wéhlen. Im Unterabschnitt ,,Halbeinfache Klassen“ hatten wir bereits
Cp(h(t,t*,t,t)) = Lp

gesehen. Man kann also die gemischten Konjugiertenklassen von P mit halbeinfachem An-
teil vom Typ hy4 zusammen mit den Zentralisatorordnungen in P einfach der Tabelle A.17
im Anhnag entnehmen. Dies liefert die Konjugiertenklassen vom Typ c4; in Tabelle A.25
und die zugehorigen Zentralisatorordnungen.

Als néchstes wollen wir den halbeinfachen Klassentyp ho von P untersuchen. Im Ein-
klang mit Tabelle A.23 wihlen wir h(—1, 1, —1, —1) als Vertreter fiir die zum Klassentyp ho
von P gehorige halbeinfache Konjugiertenklasse. Im Unterabschnitt ,,Halbeinfache Klas-
sen® hatten wir bereits

Cy = Cp(h(-1,1,-1,-1)) = LpX3a+2p (3.5)

gesehen. Es sind

up = T3a420(1),

ug = x(1),

uz = Ta(1)T3a425(—1),

ug = Ta(1)T3a425(—C)
nichttriviale unipotente Elemente von C5. Die Elemente u;, ¢ = 1,...,4 sind in Cy paar-
weise nicht konjugiert, da sie in unterschiedlichen unipotenten Konjugiertenklassen von P
liegen (die wir ja bereits kennen). Wir wollen |Ce, (u;)| fiir ¢ = 1, ..., 4 berechnen. Im Un-

terabschnitt ,,Unipotente Klassen“ hatten wir Cp(u;) explizit berechnet. Hieraus ergibt
sich mit (3.5):

|Coy(w1)| = |Cp(w1) N LpXsayas| = *(¢° — 1).
Fir ug, ..., uq gilt: Ce,(u;) € B. Die Zentralisatoren Cp(u;), i = 2,...,4, haben wir
in Abschnitt 3.2, ,, Unipotente Klassen* bereits explizit bestimmt. Die in Tabelle A.25
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angegebenen Zentralisatorordnungen zu cz 2, c2,3 und co 4 folgen dann durch Einsetzen in
die Gleichung

|Ccy (ui)| = Cp(ui) N LrX3a128

fiir i = 2,...,4. Dies liefert die Konjugiertenklassen vom Typ c2, c2.1, €22, c23 und ¢4
in Tabelle A.25 und die zugehorigen Zentralisatorordnungen.

Nun betrachten wir den halbeinfachen Klassentyp hig von P. Als Vertreter der zugehori-
gen halbeinfachen Konjugiertenklassen kann man laut Tabelle A.23 die Elemente

h(t, 1,679t ) mit t € F, ¢ 0t =1 ¢ £ 1
wiéhlen. In Abschnitt 3.1 hatten wir bereits den Zentralisator
Ca(h(t, 1,t79,¢771))
explizit berechnet. Aus (3.2) und (3.3) in Abschnitt 3.1 kann man
Cio == Cp(h(t, 1,t79,¢t771))
explizit ablesen. Es sind

ur = T3q423(1) und

uz = 25(8)730+6(57)T30125(7)

mit r, s wie in Tabelle A.7 nichttriviale unipotente Elemente von C7g. Die Elemente wuq
und ug sind in Cjg nicht konjugiert, da sie sogar in G nicht konjugiert sind (dies folgt aus
Tabelle A.7). Wegen C1p C B lassen sich Cg,,(u1) und Cey,(u2) explizit berechnen. Fiir
ihre Ordnungen erhélt man:

’CClo(Ul)’ = q3(q3 + 1) und
ICono(u2)] = ¢*(¢* —q+1).

Dies liefert die Aussagen iiber die Konjugiertenklassen vom Typ cig,; in Tabelle A.25,
inklusive der zugehorigen Zentralisatorordnungen.

Die Aussagen in Tabelle A.25 iiber die Klassentypen c11,0 und ci1,1 erhélt man analog
zu denen iiber c190 und cig,1, die Rechnungen sind hierbei sogar deutlich einfacher. Dies
liefert die Konjugiertenklassen vom Typ c11,0 und c11,1 in Tabelle A.25 und die zugehorigen
Zentralisatorordnungen.

Die halbeinfachen Elemente vom halbeinfachen Klassentp his in P sind regulér. Ins-
besondere enthélt ihr Zentralisator keine nichttrivialen unipotenten Elemente. Dies liefert
die Konjugiertenklassen vom Typ ci2, in Tabelle A.25 sowie die zugehorigen Zentralisa-
torordnungen.
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Zum Nachweis dafiir, dass alle Konjugiertenklassen von P gefunden wurden, summiert
man die Klassenldngen und erhélt die Gruppenordnung |P|. Damit ist der Beweis von
Satz 3.5.5 abgeschlossen.

Die Bezeichnung der Klassentypen von P in Tabelle A.25 nehmen wir wie bei G = 3Dy(q)
vor (vergleiche den Unterabschnitt ,,Gemischte Klassen® in Abschnitt 3.1). Wenn wir be-
tonen wollen, dass der Klassentyp c¢; ; Konjugiertenklassen in P bezeichnet, so schreiben
wir auch cf 2

Fusionen der Konjugiertenklassen von P in G

In diesem Abschnitt wollen wir die Fusionen der Konjugiertenklassen von P = P¥ in
G = GF beschreiben, d.h. wir geben beziiglich der von uns gewihlten Parametrisierung
der Konjugiertenklassen von P bzw. G eine explizite Beschreibung der Abbildung, die
jeder Konjugiertenklasse ¢ von P die Konjugiertenklasse ¢ von G zuordnet. Fiir die
Klassentypen cf ; bis cf; ; ergeben sich die Fusionen aus den Fusionen von B in G (siehe
Tabelle A.12 im Anhang) und fiir die Klassentypen 0{307 ; bis 0{32’ ; sind die Fusionen klar,
da die fiir die Klassen in P gewihlten Vertreter mit den fiir die entsprechenden Klassen
in G gewéhlten iibereinstimmen. Die Fusionen der Konjugiertenklassen von P in G sind
in Tabelle A.27 im Anhang aufgelistet.

Fusionen der Konjugiertenklassen von P in Lp

In diesem Abschnitt wollen wir die Fusionen der Konjugiertenklassen von P = P¥ in Lp =
(Lp)* beschreiben, wobei wir Lp vermoge der Levi-Zerlegung als Faktor von P auffassen.
D.h. wir geben beziiglich der von uns gewéhlten Parametrisierung der Konjugiertenklassen
von P bzw. Lp eine explizite Beschreibung der Abbildung, die jeder Konjugiertenklasse
¢? von P die Konjugiertenklasse ¢“P von Lp zuordnet, wobei ¢ das Bild von ¢ unter dem
kanonischen Epimorphismus von P auf Lp bezeichne. Da in Tabelle A.25 bereits jeder
Vertreter in dern Form xu mit * € Lp und u € Up geschrieben ist, lassen sich diese
Fusionen ohne weitere Rechnung aus den Tabellen A.16, A.17, A.24 und A.25 ablesen. Die

Fusionen der Konjugiertenklassen von P in Lp sind in Tabelle A.28 im Anhang aufgelistet.
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3.6 Konjugiertenklassen einer weiteren maximalen parabo-
lischen Untergruppe

In diesem Abschnitt werden die Konjugiertenklassen einer weiteren maximalen paraboli-
schen Untergruppe P von G¥ bestimmt. Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2
bei. Es sei weiterhin G die in Kapitel 2 beschriebene einfache algebraische Gruppe von
adjungiertem Typ mit Dynkin—Diagramm D4 und F' : G — G der dort konstruierte
Frobeniusmorphismus. Auch in diesem Abschnitt verlangen wir stets, dass ¢ ungerade ist.

Wir betrachten die Teilmenge J := {rs} von A. Es sei Q die Standard—parabolische—
Untergruppe von G zur Menge J, also

Q = <B7 "I’L7~2>,

wobei auf der rechten Seite das Untergruppenerzeugnis (als abstrakte oder algebraische
Untergruppe) von G gemeint ist. Q ist eine zusammenhéngende abgeschlossene Unter-
gruppe von G, die wegen pro = ro ist Q zusétzlich F—stabil ist. Also ist Q eine rationale
parabolische Untergruppe von G. Wir definieren die Untergruppe

Also ist Q) eine parabolische Untergruppe der endlichen Gruppe G = G = 3Dy(q). Fiir
die Ordnung von @ gilt:

QI =1Q"=¢"(@® - 1)(¢* — 1)
Auch Q und @ besitzen Levi-Zerlegungen:

3.6.1 Satz (Levi—Zerlegung von Q und Q)
Es seien wie oben
Lo = (T, Xpy, Xopy)

und
Lo = (Lg)" =(T", X5, X_p).

Es seien ferner:

und
UQ = (UQ)F = XaXa+BX2a+BX3a+BX3a+2[3'
Dann ist Q das semidirekte Produkt:

Q:LQMUQ,
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und @ ist das semidirekte Produkt:
Q = LQ X UQ.

Beweis: Dies folgt aus Proposition 2.6.4 in Carter [7], wenn man noch beachtet, dass G
und G = G Gruppen mit zerfallenden BN-Paaren sind. |

Ugq bzw. Ug sind das unipotente Radikal von Q beziehungsweise (), und Lg beziehungs-
weise Lq sind Levi-Komplemente von Q beziehungsweise Q).

Bei der Bestimmung der Konjugiertenklassen von ) gehen wir so wie bei der Berechnung
der Konjugiertenklassen von P vor. Da die Rechnungen analog verlaufen und die gleichen
Methoden verwenden, geben wir nur die Ergebnisse an.

Maximale Tori

Ein Vertretersystem der (Q—Konjugiertenklassen der F'—stabilen maximalen Tori von Q ist
durch Tabelle A.19 im Anhang gegeben.

Halbeinfache Konjugiertenklassen

Die Bestimmung der halbeinfachen Konjugiertenklassen von @ verlduft analog zur Berech-
nung der halbeinfachen Konjugiertenklassen von P. Es gilt:

3.6.2 Satz (Halbeinfache Klassentypen von Q)

Die parabolische Untergruppe @ = QY besitzt genau 11 halbeinfache Klassentypen. Ver-
treter fiir die zu diesen halbeinfachen Klassentypen gehdrigen Konjugiertenklassen kénnen
so gewéahlt werden wie in Tabelle A.29 im Anhang angegeben.

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 3.5.2. |

Hinsichtlich der Bezeichnung der halbeinfachen Klassentypen h; von () gehen wir wie
iiblich vor: Wenn wir betonen wollen, dass der halbeinfache Klassentyp h; eine Vereinigung
von Konjugiertenklassen in ) bezeichnet, so schreiben wir auch h?.

Parametrisierung der halbeinfachen Klassen

Die Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von Q = Q' nehmen wir analog zur Para-
metrisierung der halbeinfachen Klassen von G vor. Die Vertreter und Parameterbereiche
sind in Tabelle A.30 im Anhang aufgefiihrt.
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Unipotente und gemischte Klassen

Die Bestimmung der unipotenten und gemischten Klassen von @ verlduft analog zu den
entsprechenden Rechnungen fiir P. Wir geben daher hier nur die Ergebnisse an:

3.6.3 Satz (Konjugiertenklassen von Q)

Die maximale parabolische Untergruppe @ besitzt genau ¢* + 2¢® + ¢*> + 3¢ + 7 Kon-
jugiertenklassen. Ein Vertretersystem fiir diese Klassen ist in Tabelle A.31 im Anhang
gegeben.

Beweis: Analog zum Beweis der Sétze 3.5.4 und 3.5.5. |

Die Bezeichnung der Klassentypen von @ in Tabelle A.31 nehmen wir wie bei G = 3Dy(q)
vor (vergleiche den Unterabschnitt ,, Gemischte Klassen® in Abschnitt 3.1). Wenn wir be-

tonen wollen, dass der Klassentyp c; ; Konjugiertenklassen in ) bezeichnet, so schreiben

Q

wir auch c?..
27‘7

Fusionen der Konjugiertenklassen von () in G und von () in Lg

Die Fusionen der Konjugiertenklassen von @ in G' und von @ in Lg (wobei wir Ly als
Faktor von ) auffassen) lassen sich mit den gleichen Methoden berechnen wie die entspre-
chenden Fusionen von P. Wir verzichten daher auf die Angabe der Beweise. Die Ergebnisse
sind in den Tabellen A.32 und A.33 aufgelistet.

3.7 Konjugiertenklassen eines Zentralisators

Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2 bei. Insbesondere sei weiterhin G = 3Dy(q),
wobei wir die Voraussetzung beibehalten, dass ¢ ungerade ist. Es sei ¢ € F mit ta+atl = 1,
t # 1. Wir betrachten die von h := h(t, 1,tq,tq2) erzeugte zyklische Untergruppe von P,
die wir mit D bezeichnen wollen. In diesem Abschnitt wollen wir die Konjugiertenklassen
des Zentralisators von D in P bestimmen.

Offenbar gilt: Cp(D) = Cp(h). Wie man der Tabelle A.25 entnehmen kann, gilt aufier-
dem |Cp(h)| = ¢3(¢> — 1)(qg — 1). Mit Tabelle A.11 und den Relationen aus Abschnitt 2.3
folgt weiter Cp(h) = T X3X30+43X30+23- Also gilt:

Cp(D) = TXpX3015X30+28-

Insbesondere hingt Cp(D) nicht von der Wahl von ¢ ab (solange nur ¢’ +atl = 1 und
t # 1 ist). Bei der Bestimmung der Konjugiertenklassen von Cp(D) nutzen wir aus,
dass Cp(D) eine Untergruppe der Boreluntergruppe B ist. Fiir jeden Konjugiertenklas-
senvertreter x aus Tabelle A.11, der in Cp(D) enthalten ist, lisst sich Co,(py(7) vermoge
Ccp(py(z) = Cp(z) N Cp(D) berechnen. Hieraus erhalten wir auch die zugehorigen Kon-
jugiertenklassenléingen in C'p(D). Aufsummieren dieser Klassenldngen zeigt, dass wir auf



86 Konjugiertenklassen parabolischer Untergruppen

diese Weise bereits ein Vertretersystem fiir die Konjugiertenklassenvon Cp(D) gefunden
haben.

In der Tabelle A.34 sind die Ergebnisse zusammengefasst. Als Vertreter fiir die halb-
einfachen Konjugiertenklassen von Cp(D) wéhlen wir die gleichen Vertreter wie fiir die
halbeinfachen Konjugiertenklassen der Boreluntergruppe B. Bezeichnung und Parametri-
sierung der halbeinfachen Klassen von Cp(D) koénnen daher den Tabellen A.8 und A.9
entnommen werden.



Kapitel 4

Charaktere parabolischer
Untergruppen von °Dy(q)

Parabolische Untergruppen spielen sowohl in der gewthnlichen als auch in der modularen
Darstellungstheorie endlicher Gruppen vom Lie-Typ eine wichtige Rolle. Man denke bei-
spielsweise an die Theorie der Harish—Chandra—Induktion, deren Gegenstand bestimmte
Moduln und Charaktere sind, die durch Induktion von parabolischen Untergruppen kon-
struiert werden.

Bei der Betrachtung der Trialitdtsgruppen setzen wir weiterhin voraus, dass ¢ ungerade
ist. Im vorangegangenen Kapitel hatten wir eine maximale parabolische Untergruppe P der
Steinbergschen Trialitéitsgruppen 3Dy4(q) genauer untersucht. In diesem Kapitel befassen
wir uns mit der gewohnlichen Darstellungstheorie von P. Ziel ist die Berechnung der
generischen Charaktertafel von P. Wir werden die Charaktertafel von P im n#chsten und
im iibernichsten Kapitel dazu benutzen, neue Aussagen iiber die Zerlegungszahlen der
Trialitdtsgruppen zu beweisen. Bei der Bestimmung der Charaktertafel von P stehen uns
die folgenden drei Methoden zur Verfiigung:

e Die Levi—Zerlegung von P und Clifford—Theorie:
Bereits in Abschnitt 3.5 hatten wir gesehen, dass sich die parabolische Untergruppe P
als semidirektes Produkt aus dem Levi-Komplement Lp und dem unipotenten Radi-
kal Up schreiben lisst (Levi-Zerlegung). In einer solchen Situation lassen sich irredu-
zible Charaktere von P folgendermassen erzeugen: Da Up ein Normalteiler von P ist,
operiert P per Konjugation auf den irreduziblen Charakteren von Up. Die zugehori-
gen Stabilisatoren in P heiflen Tréigheitsgruppen. Die Clifford—Theorie beschreibt
explizit, wie man durch Induktion gewisser irreduzibler Charaktere dieser Trégheits-
gruppen irreduzible Charaktere von P erzeugen kann. Dieser Clifford-theoretische
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Zugang wird im néchsten Kapitel bei der Behandlung der modularen Darstellungs-
theorie von P noch von besonderer Bedeutung sein. Die Clifford—theoretische Vor-
gehensweise liefert prinzipiell alle irreduziblen Charaktere von P. Zur praktischen
Berechnung dieser Charaktere ist es jedoch héufig einfacher, die beiden folgenden
Moglichkeiten zur Konstruktion irreduzibler Charaktere von P zu nutzen:

e Einschriinken der irreduziblen Charaktere von 3Dy(q):
Die Charaktertafeln der Trialitdtsgruppen wurden von Spaltenstein in [39] und De-
riziotis und Michler in [14] bestimmt. Wir werden nur Einschrinkungen unipotenter
Charaktere von 3Dy(q) benutzen.

e Induzieren irreduzibler Charaktere der Boreluntergruppe B = B
Da B eine M—Gruppe ist, lassen sich irreduzible Charaktere von B durch Induktion
linearer Charaktere gewinnen und sind somit auch generisch relativ gut berechenbar.
Wir werden einige Charaktere von P konstruieren, indem wir irreduzible Charaktere
von B nach P induzieren.

Mit den gleichen Methoden berechnen wir in diesem Kapitel auch noch einen grofien Teil
der Charaktertafel der anderen maximalen parabolischen Untergruppe @ von G. Viele der
in diesem Kapitel vorgenommenen Berechnungen, beispielsweise von Skalarprodukten und
Normen von Charakteren, wurden mit Hilfe des Maple—Teils des Computeralgebrapakets
CHEVIE (siehe [8] und [21]) durchgefiihrt. Zusétzlich wurden eigene Maple-Programme,
basierend auf CHEVIE, zum Einschrinken, Induzieren und Inflationieren von Charakteren
zwischen generischen Charaktertafeln entwickelt und bei den in diesem Kapitel beschrie-
benen Berechnungen benutzt.

Der Einsatz der Computerprogramme bietet zwei Vorteile: Zum einen erleichtern sie
die mithsame Berechnung von Normen und Skalarprodukten erheblich und verringern so
die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von Rechenfehlern. Zum anderen ermdoglichen sie
gute Tests fiir Charaktere, beispielsweise die Uberpriifung der Orthogonalititsrelationen
fiir die Charaktertafel von P und die irreduziblen Charaktere von Q.

Die hier vorgestellten und benutzten Methoden lassen sich prinzipiell auch allgemei-
ner zur Berechnung von Konjugiertenklassen parabolischer Untergruppen in beliebigen
endlichen Gruppen vom Lie-Typ verwenden.
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4.1 Charaktertheoretische Hilfsmittel

In diesem Abschnitt stellen wir einige charaktertheoretische Hilfsmittel zusammen, die
wir im weiteren Verlauf der Arbeit benotigen werden. Wir werden in diesem Abschnitt
ausnahmsweise von der in den anderen Abschnitten benutzten Notation abweichen. Mit
G bezeichnen wir in diesem Abschnitt eine beliebige endliche Gruppe, N ist ein beliebiger
Normalteiler von G und (¢ eine Klassenfunktion von G. (Erst im néchsten Abschnitt 4.2
werden wir zu unserer iiblichen Notation zuriickkehren.)

Fiir eine endliche Gruppe G und Klassenfunktionen ¢ und ¥ von G sei (¢,%)q das
innere Produkt der beiden Klassenfunktionen. Wenn aus dem Kontext ersichtlich ist, dass
¢ und ¥ Klassenfunktionen von G sind, so schreiben wir auch kurz (¢, ) statt (¢, ¥)q.

Ist H eine Untergruppe der endlichen Gruppe G und ¢ eine Klassenfunktion von H,
so schreiben wir ¢1¢ oder auch ¢ fiir die durch ¢ induzierte Klassenfunktion. Es gilt
bekanntlich fiir alle g € G:

09(g) =D ¢°(tgt™), (4.1)
teT
wobei T' eine beliebige Transversale fiir die Rechtsnebenklassen von H in G ist und ¢°
durch

o o(h) firheH
¢°(h) = {
0 sonst
definiert ist. Fiir eine Klassenfunktion ¢ von G schreiben wir ¢ |y oder auch g fiir
die Klassenfunktion von H, die durch Einschrankung von i auf H entsteht. Ein weiterer,
effizienter Weg zur Berechnung von ¢ (g) ist der folgende: Man wiihle Vertreter 1, . . ., 2,

fiir die Konjugiertenklassen von H, die in der Konjugiertenklasse ¢ von ¢ in G enthalten
sind. Aus (4.1) folgt dann:

G(g) = o)
© (9)—|CG(9)|;’CH($i)|= (4.2)

wobei & (g) = 0 sei, falls H N g% = ) ist.

Wir stellen nun einige allgemeine Sétze zusammen, die bei der Berechnung von Charak-
tertafeln in den néchsten Abschnitten von Nutzen sein werden. Wir beginnen mit einem
allgemeinen Resultat von R. Brauer.

4.1.1 Lemma (Brauers Permutationslemma)
Es sei G eine endliche Gruppe. Eine endliche Gruppe A operiere

a) auf den irreduziblen Charakteren von G vermdge y — x® und
(a) ge X — X
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(b) auf den Elementen von G vermdége g — “g, so dass *g und “g’ genau dann in G
konjugiert sind, wenn g und ¢’ in G konjugiert sind.

Es gelte ferner:
x“(g9) = x(“g)

fiir alle a € A und g € G. Dann ist fiir jedes a € A die Anzahl der von a festgelassenen
Konjugiertenklassen von G gleich der Anzahl der von a festgelassenen irreduziblen Cha-
raktere von G, und die Anzahl der Bahnen von A auf den Konjugiertenklassen von G ist
gleich der Anzahl der Bahnen von A auf den irreduziblen Charakteren von G.

Beweis: Sieche Huppert [29], Satz V.13.5. [

4.1.2 Satz (Gallagher)
Es sei N ein Normalteiler einer endlichen Gruppe G und ¢ € Irr(G) mit ¥ := (n € Irr(N).
Wir setzen

S :={¢ € Irr(G) | Yn = m - 1y fiir ein m € N}
und
T = {¢ € Irr(G) | (Wn, V)N # 0}.
Dann ist durch
Y= YQ
eine Bijektion von § auf T definiert. Es gilt
99 = ey

PpeS
mit ey, = ¥(1).

Beweis: Siehe Corollary (6.17) und die daran anschlieenden Bemerkungen in Isaacs [30].
|

Es sei H eine Untergruppe von G und 9 eine Klassenfunktion von H. Dann ist fiir jedes
z € G eine Klassenfunktion ¢¥* von H definiert durch

9 (h) = I(xhr=t)  falls vha~! € H,
o , sonst

fir h e H.

Falls H ein Normalteiler von G ist, operiert G auf diese Weise auf der Menge Irr(H),
und fiir ¥ € Irr(H) sagt man, dass 9% und 9 in G konjugiert sind.
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4.1.3 Satz (Clifford)

Es sei N ein Normalteiler einer endlichen Gruppe G und x € Irr(G). Es sei ¥ ein irre-
duzibler Konstituent von xpy, und es seien ¥ = 1, Y2, ..., ¥ die verschiedenen zu 1
konjugierten irreduziblen Charaktere von N. Dann gilt:

t

xv=e) v

i=1
mit e := (xn, V)N

Beweis: Siehe Theorem (6.2) in Isaacs [30]. [ |

4.1.4 Definition (Trégheitsgruppen)
Es sei N ein Normalteiler einer endlichen Gruppe G und ¢ € Irr(N). Die Gruppe

Ig(V) :={g € G|V =V}

wird Trégheitsgruppe von ¢ in G genannt. Gilt I (¥) = G, so heifit ¢ invariant unter G.

4.1.5 Satz (Clifford)
Es sei N ein Normalteiler einer endlichen Gruppe G und v € Irr(N). Wir setzen

A = [y e Ine®))| by, 9) £ 0} und
B = {Celm(@)|(Cn.d) #0}.

Dann gilt: Ist ¢ € A, so ist %< irreduzibel. Die Abbildung 1) — ' ist eine Bijektion von
A auf B.

Beweis: Sieche Theorem (6.11) in Isaacs [30]. [ |

4.1.6 Definition
Es sei NV ein Normalteiler einer Gruppe G und ¢ ein Charakter von G/N. Dann definieren

wir ¢ als Klassenfunktion von G durch @(g) := ¢(¢gN). Wir nennen ¢ die Inflation von ¢
auf G.

Die Funktion @ ist ein Charakter von G mit N < ker(9).

4.1.7 Satz
Es sei N ein abelscher Normalteiler einer endlichen Gruppe G und K ein Komplement
von N. Es sei ¢ ein irreduzibler Charakter von N, der invariant unter G ist. Dann gibt
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es genau einen irreduziblen Charakter n von G mit ng = 1k und ny = ¢. Ist T ein
irreduzibler Charakter von G mit (tn,¢)n # 0, so ist Ti irreduzibel. Ist T = n fiir ein
¢ € Irr(K), so ist T ein irreduzibler Charakter von G mit 7, = 1 und (7n,¢)nN # 0.

Beweis: Siche Lemma 9 in Jiirgens [31]. |

Notation Der Charakter 127] in Lemma 4.1.7 wird mit ¢ x ¢ bezeichnet.

4.1.8 Satz

Es sei N ein abelscher Normalteiler einer endlichen Gruppe G und K ein Komplement. Es
seien @1, . .., pm Vertreter der Bahnen der Operation von G auf Irr(N). Fiiri € {1,...,m}
setzen wir I; :== K N Ig(p;) und wéhlen v; € Irr(I;). Dann ist (¢; x ;)¢ € Irr(G), und zu
jedem ¢ € Irr(G) gibt es genau ein i und genau ein ¢ € Irr(I;), so dass (¢ x ;)¢ = (.

Beweis: Dies folgt aus Satz 4.1.5 und Lemma 4.1.7 (vergleiche auch Korollar 11 in
Jiirgens [31]). |

4.2 Die unipotenten Charaktere von 3D,(q)

Von nun an verwenden wir wieder die Notationen und Bezeichnungen aus den Kapiteln 2
und 3. Es sei also ¢ eine Potenz der Primzahl p, wobei wir p wieder als ungerade vor-
aussetzen. Es sei ferner G die in Abschnitt 2.2 konstruierte einfache algebraische Gruppe
von adjungiertem Typ mit Wurzelsystem Dy und F' : G — G der durch (2.3) definierte
Frobeniusmorphismus. Die Steinbergschen Trialitdtsgruppen bezeichnen wir wieder mit
G = GI =3Dy(q).

Die unipotenten Charaktere von G sind fiir uns in zweierlei Hinsicht von Bedeutung.
Zum einen werden wir sie bei der Konstruktion irreduzibler Charaktere der parabolischen
Untergruppe P benétigen. Zum anderen sind wir an den Zerlegungszahlen der unipotenten
Charaktere von G interessiert (siche Kapitel 6).

In diesem Abschnitt wollen wir daher die unipotenten Charaktere von G = 3D,(q)
kurz beschreiben. Die Gruppe G besitzt genau 8 unipotente Charaktere, die wir wie auch
Spaltenstein [39], Deriziotis und Michler [14] und Geck [19] mit

1 ) [51] 5 [:01] ’ [pZ] ’ 3D4[*1] ’ 3D4[1] ) [52] ) St

bezeichnen wollen. Die Charaktere 3 D4[—1] und 3Dy4[1] sind kuspidal, die iibrigen unipo-
tenten Charaktere gehoren zur Hauptreihe von G¥'. Die Werte der unipotenten Charaktere
koénnen aus Spaltenstein [39], Table 2, oder der Bibliothek generischer Charaktertafeln in
CHEVIE entnommen werden. Sie sind der Ubersichtlichkeit halber noch einmal in Tabel-
le A.35 im Anhang angegeben.
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4.3 Die Charaktertafel von Lp

Wie schon zu Beginn des Kapitels erwéihnt, sind wir daran interessiert, die Charaktertafel
der parabolischen Untergruppe P zu berechnen. Da wir das Levi-Komplement Lp vermoge
der Levi—Zerlegung als Faktor von P auffassen konnen, liefert jeder irreduzible Charakter
von Lp durch Inflation einen irreduziblen Charakter von P (vergleiche Definition 4.1.6).
Es ist daher sinnvoll, die Charaktertafel von Lp zu bestimmen. Wie schon zu Beginn des
Abschnitts 3.3 geschildert, ist Lp eine endliche Gruppe vom Lie-Typ, so dass uns zur Be-
rechnung der Charaktertafel die Deligne-Lusztig—Theorie zur Verfiigung steht. Die gegen
Ende dieses Abschnitts angegebenen Berechnungen von Normen und Skalarprodukten von
Klassenfunktionen von Lp wurden mit Hilfe des Maple—Teils des Computeralgebrasystems
CHEVIE durchgefiihrt.

Wir erinnern kurz an die Definition der Levi-Untergruppe Lp aus Abschnitt 3.3: Un-
ser Ausgangspunkt war die in Kapitel 2 eingefiihrte einfache algebraische Gruppe von
adjungiertem Typ mit Dynkin—Diagramm D4 und der dort konstruierte Frobeniusmor-
phismus F : G — G. Wir setzen auch in diesem Abschnitt die dort auftretende Prim-
zahlpotenz ¢ als ungerade voraus. Wir hatten dann die F-stabile zusammenhingende
reduktive Untergruppe Lp von G definiert als die Standard—Levi—Untergruppe zur Menge
von einfachen Wurzeln {r;, r3,r4}. Die Einschrinkung von F auf Lp ist dann ein Frobeni-
usmorphismus der zusammenhéngenden reduktiven algebraischen Gruppe Lp. Die Levi-
Untergruppe Lp haben wir dann als die Gruppe von Fixpunkten Lp := (Lp)% definiert,
womit sie zu einer endlichen Gruppe vom Lie-Typ wurde.

Es sei T ein beliebiger rationaler maximaler Torus von Lp und 6 ein beliebiger irredu-
zibler (komplexwertiger) Charakter der endlichen abelschen Gruppe T¥. Die Theorie von
Deligne und Lusztig ordnet jedem solchen Paar (T,#) einen verallgemeinerten (komplex-
wertigen) Charakter Rép 0 von Lp zu. Eine Definition von Rgp 0 findet man in Kapitel 7
von Carters Buch [7]. Die verallgemeinerten Charaktere

{REP 0| T rationaler maximaler Torus von Lp , 6 € Irr(TF)}

heiflen die Deligne-Lusztig—Charaktere von Lp. Der Deligne-Lusztig—-Charakter R;P 0

héingt nur von der Lp-Konjugiertenklasse des Paares (T,6) ab und auf den unipoten-
ten Klassen von Lp sogar nur von der Lp—Konjugiertenklasse von T.

Die Deligne-Lusztig-Charaktere lassen sich wie folgt ausrechnen: Es sei ¢ € Lp und
g = su = us mit s halbeinfach und u unipotent die Jordan—Zerlegung von g. Es sei
C der Zentralisator von s in Lp. Da jedes halbeinfache Element in Lp entweder zen-
tral oder reguldr ist (siche Tabelle A.17 im Anhang), ist C zusammenhingend. Es seien
Ty,...,T) C C Reprisentanten der CF—Konjugiertenklassen rationaler maximaler Tori
von C, die in der Lp—Konjugiertenklasse des Torus T von Lp liegen. Ist * € Lp mit
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s = s* € TF, so hiingt die CF—Konjugiertenklasse von *T nur von s’ (und nicht vom
speziellen x) ab. Es seien also sy1,..., 8., € TF fiir 1 < r < k die verschiedenen Elemente
der Form s* € TF mit 2 € Lp, fiir die der Torus *T in der C*~Konjugiertenklasse von
T, liegt. Dann ist:

(REFO)(g Z (Ze St ) (w), (4.3)

r=1

wobei QC die Greenfunktion von C¥ zum Torus T, ist (vergleiche Abschnitt 2.1 in
Liibeck [34])

In Lp gibt es genau zwei Lp—Konjugiertenklassen rationaler maximaler Tori, wie man
der Tabelle A.14 im Anhang entnehmen kann. Dort hatten wir auch bereits zwei Reprisen-
tanten Ty und Ty fiir diese beiden Konjugiertenklassen gewiéhlt.

Um die Deligne-Lusztig-Charaktere mit Hilfe der Charakterformel (4.3) berechnen zu
konnen, benétigen wir die Werte der Greenfunktionen aller Zentralisatoren halbeinfacher
Elemente von (Lp)f'. In Lp gibt es nach Tabelle A.15 genau drei halbeinfache Klassentypen
h1, ho und h3. Zur Abkiirzung wollen wir die zugehorigen Zentralisatoren in Lp mit Cy,
C, bzw. C3 bezeichnen. Wir setzen weiter C := Cf, Cy = Cg, und C5 := Cg. Die
Konjugiertenklassen vom Typ h; sind zentral, die Klassen vom Typ ho sind reguldr und
im maximalen Torus Ty enthalten, wihrend die Klassen vom Typ hs reguldr und im
maximalen Torus Ty enthalten sind. Es gilt also:

Cl = LP,CQ = T() und Cg = T2.

Wir suchen somit die Werte der Greenfunktionen Q QT27 Q% und Q%’ Die einzige
unipotente Konjugiertenklasse von Cy = Tg bzw. Cg = T ist die Konjugiertenklasse
des Einselements, auf denen Q% bzw. Q% jeweils den Wert 1 annehmen (dies folgt aus

Lemma 5.1, (a) in Liibeck [34]). Damit haben wir die Greenfunktionen Q%i bzw. Q%g’
vollstdndig bestimmt.

Wir miissen also nur noch die Greenfunktionen Qgé und Q,% ausrechnen. Die einzigen
unipotenten Konjugiertenklassen von C7 = Lp sind die Klasse des Einselementes und die
Klasse der reguldren unipotenten Elemente (siche Tabelle A.17 im Anhang). Daher lassen
sich hier die Werte von Q% und Q% aus allgemeinen Eigenschaften von Greenfunktionen
berechnen. In unserem Fall ergeben sich simtliche Werte der Greenfunktionen ohne weitere
Rechnung aus Lemma 5.1, (a) in Liibeck [34]. Die Werte sind in der Tabelle 4.1 aufgefiihrt.
Die Bezeichnungen der unipotenten Konjugiertenklassen sind aus Tabelle A.17 im Anhang
entnommen.

Damit konnen wir nun die Werte der Deligne-Lusztig-Charaktere von Lp mit Hilfe der
Charakterformel (4.3) ausrechnen. Das Ergebnis findet man in Tabelle 4.2. In dieser Ta-
belle haben wir die gleichen Reprisentanten fiir die Konjugiertenklassen von Lp gewahlt
wie in Tabelle A.15 im Anhang.
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1 10  C11

QF | 1+¢* 1

QF |1-¢* 1

Tabelle 4.1: Greenfunktionen von Lp

s=h(t,%,t,8) | su=h(t,1%t,0za(l) | s = h(ts,t2,t4,¢7) | s = h(t, 19+, " 1)
= = B = =, | e o,
to # 13 97 £
Ryro (1+¢*)0(s) 0(s) 0(s) + O(s") 0
9 € Irr(TE)
RErg (1=g0(s) | os) 0 (s) +6(s")
6 € Trr(T%)

Tabelle 4.2: Deligne-Lusztig—Charaktere von Lp

Als néchstes wollen wir eine geeignete Parametrisierung der Deligne—Lusztig—Charaktere
von Lp vornehmen. Hierzu fithren wir dhnliche Bezeichnungen fiir komplexe Einheitswur-
zeln ein wie in 3.1.3 fiir die Einheitswurzeln in F*.

4.3.1 Schreibweise

Es sei Qy die additive Gruppe der rationalen Zahlen, die sich mit nicht durch p teilbarem
Nenner schreiben lassen. Wir definieren die Einbettung s : Qp /Z — C*, * — 5 (das
Bild von ¢y besteht genau aus den Einheitswurzeln mit zu p teilerfremder Ordnung). In
der folgenden Tabelle werden fiir einige Elemente aus Q,y/Z Namen ihrer Bilder unter ¢
festgelegt. Diese Namen sollen im Rest der Arbeit benutzt werden, um Charakterwerte

explizit hinzuschreiben:
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1€ Qu/Z | pa(p) € C*
p— Cn
q”1+1 gn

1

(@ 1)(g—1) "In
1

@ 1)(g+1) Fn
o ©n

Tabelle 4.3: Notation fiir generische Einheitswurzeln

Zur Parametrisierung der Deligne-Lusztig-Charaktere von L p parametrisieren wir Irr(T{)
und Irr(TY) folgendermaBen: Fiir k = 0,1,...,¢> =2 und [ = 0,1,...,q — 2 definieren

wir den irreduziblen Charakter 6z € Irr(TE) durch 6y : h(Ci, &, CF, ~§2i) — ¢ik¢I Man
erhélt dann die Bijektion

{0,1,...,¢> =2} x {0,1,...,¢g—2} — Tre(T})
(k1) = O

Fiir Irr(TQF) gehen wir analog vor. Fiir k = 0,1,...,¢* — ¢ + ¢ — 2 definieren wir den ir-
. 3 ; . . .

reduziblen Charakter 6, € Irr(T%') durch 6y, : h(7, ﬁéq i ﬁ§4l, ﬁgQZ) — ni¥. Wir erhalten

dann die Bijektion

0,1,..c.q* —¢* +q -2} — Ire(TH)

Damit haben wir Irr(TY) und Irr(T%) parametrisiert und koénnen die Deligne-Lusztig—
Charaktere R,II‘,’;HM fir k¥ = 0,1,...,¢° — 2, 1 = 0,1,...,¢ — 2 und R,II‘f;Hk fiir
kE=0,1,...,¢" — ¢+ ¢ — 2 in ciner etwas iibersichtlicheren Form angeben (siche Ta-
belle 4.4). Die Bezeichnung der Konjugiertenklassen von Lp in Tabelle 4.4 ist die gleiche
wie in Tabelle A.17 im Anhang. Die Deligne-Lusztig—Charaktere von Lp liefern uns irre-
duzible Charaktere von Lp. Fiir k =0,1,...,¢> —2und 1 =0,1,...,q — 2 setzen wir

LoXs(k,1) = Ryl O,
und fiir k =0,1,...,¢* — ¢ + ¢ — 2 definieren wir

LoXa(k) = —REE 0,
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c1,0(i) c1,1(1) c2,0(7, ) c3.0(7)
- -
RO | (1+¢A)GiEe2t (b2l ghedl o o7
. . . 3,
Ryfox | (1= a*)i i 0 n g

Tabelle 4.4: Parametrisierung der Deligne-Lusztig-Charaktere von Lp

Da wir die Operation von n,, auf T§ und T£ kennen (vergleiche Tabelle A.2 im Anhang),
konnen wir die Normen der Deligne-Lusztig—Charaktere mit Hilfe der Orthogonalitéts-
relationen fiir Deligne-Lusztig—Charaktere, Theorem 7.3.4 in Carter [7], berechnen. Man
erhilt hieraus, dass die verallgemeinerten Charaktere 1,x5(k,l) fir & = 1,.. L =2,
I =0,1,...,q — 2 die Norm 1 besitzen. Insbesondere ist r,x5(k,!) fiir die angegebenen
Werte von k und [ somit bis auf das Vorzeichen ein irreduzibler Charakter von Lp. Da
LpX5(k,1)(1) eine positive ganze Zahl ist, sind die 1,x4(k,1) fiir die angegebenen Werte
von k und [ tatséchlich irreduzible Charaktere von Lp. Die Orthogonalitétsrelationen fiir
Deligne-Lusztig—Charaktere zeigen weiter, dass wir auf diese Weise genau %(q"3 —2)(g—1)
verschiedene irreduzible Charaktere von Lp konstruiert haben.

Mit analogen Argumenten zeigt man, dass die r,,x, (k) fir k=0,1,...,¢* —¢*+¢—2,
kE# (¢ + DK, kK =0,1,...,q — 2, irreduzible Charaktere von Lp sind. Unter diesen
LoX4(k) kommen genau 3¢3(g — 1) verschiedene vor. Damit haben wir bereits

1 1
§(q3—2)(q—1)+§q3(q—1)=q4—q3—q+1

irreduzible Charaktere von Lp konstruiert. Aus Satz 3.3.3 wissen wir, dass Lp genau
q¢* — ¢ + ¢ — 1 Konjugiertenklassen besitzt. Somit fehlen uns noch 2(¢ — 1) irreduzible
Charaktere von Lp.

Mittels der Orthogonalitédtsrelationen fiir Deligne—Lusztig—Charaktere sieht man, dass
die Deligne-Lusztig—Charaktere R%’ 0x; und Rg’; 0y, fiir die iibrigen Werte von k und [ je-
weils die Norm 2 haben. Diese Norm—2-Charaktere kénnte man nun mit Hilfe der Deligne—
Lusztig—Theorie in ihre irreduziblen Bestandteile zerlegen. Wir wollen hier jedoch ein ad-
hoc—Argument benutzen, um die noch fehlenden 2(q — 1) irreduziblen Charaktere von Lp
zu bestimmen. Wir setzen

K = {h(17t7 17 1) ’t € F,tqil = 1} und (44)
LIP = <Xa7na7 h(ta 1atq7tqz) |t € thqs_l = 1>

Mit Hilfe der Relationen aus Abschnitt 2.3 rechnet man nach, dass Lp das semidirekte
Produkt K x L', ist. Die Bezeichnung L, ist kein Zufall: Wir werden spéter sehen, dass
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L', die Kommutatorgruppe von Lp ist. Wir kénnen also die zyklische Gruppe K der
Ordnung ¢—1 als Faktorgruppe von L p interpretieren. Wir betrachten die ¢—1 irreduziblen
Charaktere 1,X,(k) von K, k = 0,1,...,q — 2, die durch prl(k)(h(l,ﬁ, 1,1)) := ik
definiert sind. Inflation dieser ¢g—1 Charaktere von K auf Lp liefert ¢—1 lineare Charaktere
LpX,(k), k =0,1,...,9g — 2. Da Lp eine endliche Gruppe vom Lie-Typ ist, konnen wir
einen weiteren irreduziblen Charakter von Lp sofort hinschreiben, ndmlich den Steinberg—
Charakter Str,,,. Dies liefert die weiteren irreduziblen Charaktere 1., x, (k) := X, (k)Str,
von Lp, k=0,1,...,q — 2. Die Werte sind in Tabelle 4.5 angegeben.

c10(i) c11(i) c20(i,5) c30(7)

Lexy(k) |Gt Gt
LeXa(k) | ¢E* 0 1 —¢*

Tabelle 4.5: Irreduzible Charaktere von Lp

Die Charakterwerte in Tabelle 4.5 auf den Klassen c1, c1,1 und c2 ergeben sich aus
der Definition von r,x, (k) und den Werten des Steinberg-Charakters. Die Werte in der
letzten Spalte von Tabelle 4.5 beweisen wir am FEnde dieses Abschnitts. Aus den Cha-
rakterwerten von r,x,(k) und r,x,(k) auf den Konjugiertenklassen vom Typ cp folgt,
dass die Charaktere 7,x, (k) und r,x,(k), K =0,1,...,q — 2, alle paarweise verschieden
sind. Damit haben wir also die noch fehlenden 2(q — 1) irreduziblen Charaktere von Lp
gefunden.

Nun koénnen wir auch die schon oben angedeutete Bemerkung beweisen:

4.3.2 Bemerkung
Die in (4.5) definierte Untergruppe L’ ist die Kommutatorgruppe von Lp.

Beweis: Da Lp das semidirekte Produkt Lp = K x L, und K zyklisch ist, ist die
Kommutatorgruppe von Lp in L, enthalten. Da wir schon wissen, dass Lp genau ¢ — 1
lineare Charaktere besitzt und |K| = ¢ — 1 gilt, folgt die Behauptung. (In dem Beweis
haben wir die Charakterwerte auf den Konjugiertenklassen vom Typ c3 o nicht benutzt.)

|

Wir wollen nun noch die in Tabelle 4.5 angegebenen Charakterwerte von r,x, (k)
und 7,X,(k) auf den Klassen vom Typ c3o beweisen. Wir betrachten die ¢ — 1 ver-
schiedenen Klassenfunktionen 1,x,((¢*> + 1)k), & = 0,1,...,¢q — 2. Per Definition ist
LpX4((¢*+1)k) bis auf das Vorzeichen ein Deligne-Lusztig-Charakter und somit ein verall-
gemeinerter Charakter von Lp. Mittels der Orthogonalitéitsrelationen fiir Deligne-Lusztig—
Charaktere sieht man, dass 1,,x,((¢> + 1)k) die Norm 2 hat. Also ist 1, x,((¢*> + 1)k) eine
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Z-Linearkombination zweier irreduzibler Charaktere von Lp. Aus Gradgriinden folgt da-
her, dass 1,x,((¢*> + 1)k) die Differenz eines irreduziblen Charakters X, (k") und eines
linearen Charakters r,x, (k") ist. Aus den Charakterwerten auf den Konjugiertenklassen
vom Typ ¢1 1 und ¢z 9 kann man weiter schliefen, dass k' = k" = k oder k' = k" = k+ q;—l
(modulo ¢ — 1) ist. Insbesondere gilt:

LpXo(1) — Lpx (1) = LPX4(q3 + 1) oder
qg—1

LeXo(D) — Loy (1) = Lpxg((@® + 1)1+ )

Bezeichnen wir mit 7,,x,,(k)(c3,0(7)), m = 1,2,4 den Wert von r,,, (k) auf den Konju-
giertenklassen c3 (), so gilt also

LpXo(1)(e30(2)) — LpX; (1) (e30(i) = =22

mit ¢ € {1,—1} unabhéngig von i. Da Sty auf den Konjugiertenklassen vom Typ ¢z
den Wert —1 annimmt, gilt

LpXo(D)(e30(4)) = —Lpx;(1)(e3,0(7))-

Es folgt 1, x,(1)(c3,0(7)) = &¢i. Da die linearen Charaktere von Lp eine zyklische Gruppe
bilden und 1, (1) ein Erzeuger dieser Gruppe ist, gilt ferner: 1, x, (k)(c30(i)) = eCi* fiir
k=0,...,q —2 (mit € unabhéingig von ¢ und k). Weil 1,,x,(0) der triviale Charakter ist,
folgt nun ¢ = 1. Nach Definition ist 1,X,(k) := r,x;(k)Str,, woraus auch die Aussagen
iiber die Charakterwerte von 1, x, (k) folgen. Damit sind die Charakterwerte in der letzten
Spalte von Tabelle 4.5 bewiesen. Wir haben gezeigt:

4.3.3 Satz
Die Standard-Levi-Untergruppe Lp besitzt genau q* — ¢® + q — 1 irreduzible Charaktere.
Die Charaktertafel von Lp ist durch die Tabellen A.36 und A.37 im Anhang gegeben.

Beweis: Siehe den vorangegangenen Abschnitt. |

4.4 Die Charaktertafel von Lg

Die Charaktertafel der Standard-Levi-Untergruppe L lisst sich mit den gleichen Metho-
den wie die Charaktertafel von Lp bestimmen. Da die Rechnungen v6llig analog verlaufen,
verzichten wir auf eine Ausfithrung der Details. Die Charaktertafel ist durch die Tabel-
len A.38 und A.39 im Anhang gegeben. 1,,X2(0) ist der Steinberg-Charakter von L.
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4.5 Charaktere der Boreluntergruppe B

In diesem Abschnitt rechnen wir explizit einige Charaktere der Boreluntergruppe B = BY
aus (wieder unter der Voraussetzung, dass g ungerade ist). Wir werden diese Charaktere
in Abschnitt 4.10 bei der Berechnung der Charaktertafel der maximalen parabolischen
Untergruppe P benutzen. Zum Induzieren von Charakteren zwischen generischen Cha-
raktertafeln benttigt man im Allgemeinen eine Parametrisierung der Konjugiertenklassen
sowie eine Beschreibung der Fusionsabbildung. Das Ausrechnen einer solchen Parame-
trisierung und der Fusionsabbildung ist meist relativ aufwendig. Deutlich einfacher ist
hingegen das Induzieren von linearen Charakteren. Hierbei kann man sich allein auf die
Induktionsformel (4.1) stiitzen. Da B eine M—Gruppe ist, konnen alle irreduziblen Cha-
raktere von B durch Induzieren von linearen Charakteren gewonnen werden. Auf diese
Weise werden wir nun einige Charaktere von B explizit bestimmen. Die Ergebnisse sind
in den Tabellen A.40 und A.41 im Anhang aufgelistet.

Zuvor legen wir noch einige Notationen fest. Zur Beschreibung von Elementen aus F*
und von komplexen generischen Einheitswurzeln benutzen wir die Bezeichnungen aus den
Tabellen 3.1 sowie 4.3.

Essei ¢ : F ;s — C* ein beliebiger linearer Charakter der additiven Gruppe von F s, der

nichttrivial auf F, einschrénkt. Zur Abkiirzung setzen wir 7 := (s und 7= (g = 79 e+l
mit (3 und {7 wie in Tabelle 3.1. Dann ist 7 ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe von

Fgs und 7 ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe von Fy. Fiir ¢1,f2 € F mit t?gfl =
t971 = 1 schreiben wir wie in Abschnitt 2.3 statt h(tl,tg,t‘{,t‘f) auch kurz h(tq,t2). Wir
definieren
_mF _ =1 _ 4q-1 _
T:=T —{h(tl,t2)|t1,t2€F,t1 —t2 —1}.
Wir beschreiben nun, wie sich die Charaktere in Tabelle A.41 im Einzelnen konstruieren

lassen.

Bx1(k):
Es ist Op(Xg) = {h(t2, 1" ety | ¢ Fru}. Firk=0,... ,q> — 2 ist daher

o W%, 1)z (d1)2s(d2)Tat 8(d3)T20+8(da)T30+8(d5) T3a-425(ds) — C5Fd(do)

ein linearer Charakter von H := Cp(Xg)U. Wir berechnen den nach B induzierten Cha-
rakter px; (k) := pP. Eine Transversale fiir die Rechtsnebenklassen von H in B ist

Q}_

{hiojo = h(r", 7Y i =0,1; 5 =1,..., 5
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Essei b € B. Fiir jeden Nebenklassenvertreter hy jr sei hy jib = by jrhy(iry pjry mit by jo € H.
Dann ist nach der Induktionsformel (4.1)

Bx1(k)(b) = ¢F (b) = > pulbig).

,L/ -/

b(i")=' b( =i
Damit lassen sich die Werte von pyx;(k) berechnen. Um etliche Rechnungen zu sparen,
halten wir noch fest: X,y 3Xo043X30+3X30+23 ist ein Normalteiler von B und

Xa+X2a+8X30+8X3a+28 € ker(or). (4.6)

Es gentiigt somit, die Charakterwerte px;(k)(b) fiir Elemente b der Form b = ha o (d1)z3(d2)
mit h € T, dy € Fys und dy € Fy zu berechnen.

Es sei zunéichst b = x4(d1)zg(d2). Dann ist hy jb = x4 (... V(w2 = da)hy. j/5 also

- i o fg=1 fallsdy =0
Bx1(k)(b) = ;925(77 770 dg) = Z ¢(n"dp) = {_1 falls do # 0

Unter Beachtung von (4.6) kennen wir damit die Werte von px; (k) auf allen unipotenten
Konjugiertenklassen von B. Die einzigen halbeinfachen Konjugiertenklassen von B, die
nichtleeren Durchschnitt mit H haben, sind die halbeinfachen Klassen von B der Typen
hi1, ha, hs und hg. Es sei nun b = h(1, —1)z4(d). Dann ist hy b = h(1, —1)zg(72 " d)hy j,

also

9l il 1)(¢g—1) fallsd=0
mx(k) Z¢ ) Z¢ {(—1)'f falls d £ 0

Unter Beachtung von (4.6) kennen wir damit jetzt auch die Werte von gx;(k) auf allen
Konjugiertenklassen von B der Typen ¢4 ;.

Wir betrachten nun die Werte von py;(k) auf den Konjugiertenklassen von B vom
Typ c5,; Es sei b = h(@}, 1)x5(d). Dann ist hy b = h(@h, 1)xs(n% ~"d)hy 1, also

N
_d®+q,
+a;5 95— oy ? Zk(q —1) fallsd=0
ak)b) qu D=7 traye falls d £ 0
—p3 alls

Unter Beachtung von (4.6) kennen wir damit jetzt auch die Werte von gy, (k) auf allen
Konjugiertenklassen von B der Typen cs ;.

Wir betrachten nun die Werte von px;(k) auf den ~K01~1jugiertemklass,(—:-n von B vom
Typ co; Bs sei b = h(C3, C})as(d). Dann ist hy jib = h(CF, CHag(n?' =V d)hy jr, also

—1) fallsd=0
25" =4/ d (q )
s (K Z ol { falls d # 0
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Unter Beachtung von (4.6) kennen wir damit jetzt auch die Werte von gy, (k) auf allen
Konjugiertenklassen von B der Typen cg ;.

Auf allen anderen Konjugiertenklassen von B haben die gx;(k), k =0,1,...,¢> —2 den
Wert 0. Damit haben wir alle Charakterwerte von px;(k), K =0,1,...,¢> — 2 bestimmt.

BX2:

Wir betrachten den linearen Charakter

¢ 1 To(d1)rs(d2)Tays(d3)Toa+5(ds) T30+ 5(d5)T30125(ds) — H(d1 + d2)

von U = X X3Xy3X00+3X30+8X3a+23- Wir berechnen den nach B induzierten Cha-
rakter gy, := . Eine Transversale fiir die Rechtsnebenklassen von U in B ist

{hi/J’ ::h(Ti/aﬂ-j/)“/:17"'aq3_1;j,:]‘""7q_1}'

Da U ein Normalteiler von B ist, verschwindet gy, auf allen nicht unipotenten Elementen
von B. Wir miissen also nur die Werte von g, auf den unipotenten Elementen bestimmen.
Wegen X4 3Xoa+3X30+8X30+23 C ker(p) gentigt es auch hier, die Charakterwerte px,(b)
fiir Elemente b der Form b = x4/(d1)r3(d2) mit di € Fys und do € Fy zu berechnen. Es sei

b= 24(d1)zs(dz). Dann ist hy jb = 24(72 777 dy )2 g(n~" 727 dg)hys js, also

(> —1)(g—1) fallsdy =dy =0,

—(q — 1) falls d1 = 1,d2 = 07

—(¢®-1) falls d;y = 0,ds = 1,
falls d1 = dy = 1.

BX2(b) = Z ¢(T2i/7r_jld1 + 7F_i,7TQj,d2) =

i1l
1 7-]

—

Damit kennen wir nun alle Charakterwerte von gys.

BX3(k')3
Es ist Or(Xatp) = {h(t,t) [t € F}. Fiir k=0,...,q — 2 ist daher
o (7, 720 (d1)Tat(d2)T20+5(d3) T30+48(da) T30125(ds5) — (¥ (d2)

ein linearer Charakter von H = Cp(Xa138)XaXa15X2a+8X30+8X3a+238. Wir berechnen
den nach B induzierten Charakter pxs(k) := ¢P. Eine Transversale fiir die Rechtsneben-
klassen von H in B ist

{hirs == (7" Dap(s)|i' =1,...,¢ =1, s € F,}.
Wir halten fest: Xon43X3043X3qa+23 ist ein Normalteiler von B und

X2a+,8X3a+,8X3a+2ﬁ - ker(‘Pk)- (47)
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Es geniigt somit, die Charakterwerte pxs(k)(b) fiir Elemente b der Form

b = hxo(di)zg(d2)Tatp(ds)

mit h € T, dy,d3 € Fp und dy € F; zu berechnen. Wir beginnen wieder mit den
Werten auf den unipotenten Elementen. Es sei b = x(di)23(d2)Taq5(d3). Dann ist

hi’,sb = [Ea(. N ).’L’a+ﬁ(7'(7q27q+l)il (dg - Sdl)) et hi’,d2+3'
Es sei zunéchst da = 1. Dann ist hy b = ... - hjr 144, also bleibt keine Nebenklasse fest,
d.h.

Bx3(k)(b) = 0.

Es sei nun d; = 1 und dy = 0. Dann hat man

2-1) fallsdz3=0
—q —q+1 —3)) = q(q 3 .
Bxa(k Z¢ (ds — ) {q fols ! % d
Es sei nun di = dy = 0. Dann hat man
3
_gP—gt1i _ q(¢° —1) fallsd3 =0
B3k Z o ds) = {—q falls ds £ 0

Unter Beachtung von (4.7) kennen wir damit die Werte von gxs(k) auf allen unipotenten
Konjugiertenklassen von B. Die einzigen halbeinfachen Konjugiertenklassen von B, die
nichtleeren Durchschnitt mit H haben, sind die halbeinfachen Klassen von B der Typen
hi, h3, und hy. Es nun b = h(—1, —1)z445(d). Dann ist

hir b = ol )Taug(rCCD d) o hy

also

g+ D) (—DF(g> —1) fallsd =0
5xs (k) Z¢ ) = {—(—1)’€ falls d £ 0

Wir betrachten nun die Werte von px3(k) auf den Konjugiertenklassen von B vom Typ c7 ;
Es sei b= h(C}, {)za+s(d) mit i € {0,...,q — 2}, i #0, %51, Dann ist

hir sb = @0 (.. Vaayg(rCCHV ), G
also
ik (3
—q 7q+1 Cl (q - 1) faHS d — O
Bxs(k Z‘b @)= {— ik falls d # 0

Auf allen anderen Konjugiertenklassen von B haben die gx3(k), k =0,1,...,¢—2 den
Wert 0. Damit haben wir alle Charakterwerte von gxs(k), k =0,1,...,q — 2 bestimmt.
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BX4:
Durch
¢ : 25(d1)Tat8(d2)T20+5(d3) T30+ 5(da)T30125(ds) — ¢(d2)
wird ein linearer Charakter von Up definiert. Wir berechnen den nach B induzierten
Charakter gy, := ©”. Eine Transversale fiir die Rechtsnebenklassen von H in B ist

{hir jr s == W 7Y ao(s) i =1,...,¢ = 1,5 =1,...,q—1,s € Fgs}.
Wir halten fest: Xon43X3043X3qa+23 ist ein Normalteiler von B und
Xoat5X3a+3X30+23 C ker(). (4.8)
Es geniigt somit, die Charakterwerte px,(b) fiir Elemente b der Form
b= hzo(d1)rs(d2)va+s(ds)

mit h € T, dy,d3 € Fgs und dy € F; zu berechnen. Wir beginnen wieder mit den Werten
auf den unipotenten Elementen. Es sei b = xo(d1)2(d2)xa+s(d3). Dann ist hy j b =

26(. . VTays(TCCIV 7T (dy + (s + di)d2)) - . - hiray 4.
Es sei zunéchst d; = 1. Dann ist hy ;b = ... - hy 14, also bleibt keine Nebenklasse fest,
d.h.
BX4(b) = 0.

Es sei nun d; = 0 und dy = 1. Dann hat man

BX4(b Z $(r—T D 7 (dy + 5)) = 0.
7] S

Es sei nun d; = dy = 0. Dann hat man

. 3(¢*=1)(g—1) fallsd3 =0
sxalb Z¢ —g?—q+1)i 7rJdg):{Q(q g—1) fallsds=0

i —¢3(g—1) falls d3 # 0

Unter Beachtung von (4.8) kennen wir damit die Werte von gy, auf allen unipotenten Kon-
jugiertenklassen von B. Da gy, durch Induktion vom Normalteiler Up entsteht, verschwin-
det gy, auf allen anderen Konjugiertenklassen. Damit haben wir alle Charakterwerte von
BX4 berechnet. Man beachte, dass wir in den Berechnungen sdmtlicher Charakterwerte
von px, nur benutzt haben, dass ¢ nichttrivial ist (siehe hierzu auch Bemerkung 4.5.1 am
Ende dieses Abschnitts).

BX5(k):
Es ist Or := Or(Xp) N Cr(Xaatp) = {h(t, 1) [t € B, 170 = 1} Fir k= 0,...,¢% +¢
ist daher

wr s ATV Dag(d) 2oy (do)T20+6(d3) T304 5(da) T30 125(ds) — G5 d(dr + da)
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ein linearer Charakter von H := C1 XX o4 3X2043X30+3X30+23. Wir berechnen den nach
B induzierten Charakter pxs(k) = cpkB . Eine Transversale fiir die Rechtsnebenklassen
von H in B ist

{hijrs = h(r" 77 )aa(s) |, ) = 1,...,¢ =1, s € Fys}.
Wir halten fest: X3,,25 ist ein Normalteiler von B und
Xgarsas C kerlpy). (49)
Es geniigt somit, die Charakterwerte pxs(k)(b) fiir Elemente b der Form
b= haa(di)zs(d2)ras(d3)T20+5(da) T30+ 5(ds)

mit h € T, dy,d3,dy € Fys und dy,ds € Fy zu berechnen. Die Bestimmung von px;(k) =
gpkB ist komplizierter als bei den Charakteren gx; bis px,. Wir fassen F, als Teilkorper
von F s auf und erinnern an die Spur von Fs iiber FFy:

Tr: Fp = ]FqQ :
u — u? +ul+tu

Es seien A € F3, v € F; C Fgs und

fo= X4 XOH L X L) e F[X],
XTHH _ (NX 4 AC X4 AXT) — v € Fys[X].

Wir definieren (vergleiche Geck [19], Seite 93):

L(v) = HxeFgs|f(x) =0},
M\ v) = |Hz €Fgpa|g(x) =0}

Fiir L(v) und M (A, v) beweist Geck (siehe Geck [19], Seite 97f):

¢®> +q falls v # 0 ein Quadrat ist,
L(v) = { ¢> —q falls v # 0 ein Nicht-Quadrat ist,

¢ falls v = 0 ist
und
1 falls A =v =0,
> +1 falls zg(1)x20+8(A)230+48(v) in 01072 fusioniert,

@ +q+1 falls 25(1)22015(N)T30+5(v) in cf3 fusioniert,
¢* —q+1 falls 25(1)22045(N) T30+ () in cf4 fusioniert.
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Wir beginnen nun mit der Bestimmung der Charakterwerte auf den unipotenten Elemen-
ten. Es sei b = x4 (d1)23(d2)zat5(d3)x20+5(da)x30+5(ds).

Es sei zunéchst d; = 1. Dann ist hy j b = ... hy j/ 144, also bleibt keine Nebenklasse
fest, d.h.

BX5(k)(b) = 0.

Es sei nun di = d3 = 0 und dy = 1. Dann hat man

hirgrsb = p(m™ ™) - wsap s (ds = Te(sd]) + s ) L R,
Also
pXs(R)() = D ¢(m¥ " I (ds — Tr(sd]) + 57 1))
i',j',s
= Z gb(ﬂj’_i/ I Wi,(d5 _ Tr(sdi) + Sq2+q+1)).
i’ s

Ist ds — Tr(sdl) + s7°+9+1 £ 0, so hat man

Yo - <sdz>+sq2+q+l>>=(Zabw’)) > o) | = (12 =1

5!

J

Fiir ds — Tr(sd) + s°t4+1 = ( ergibt sich

Dy — (o) 4571 = 30t = ~la - )

Also gilt:
BX5(k)(0) = ¢* — M(dy, ds) — (¢ — 1) M (da, d5) = ¢° — qM (d4, d5).

Hieraus ergeben sich die Werte von pxs(k) auf den unipotenten Konjugiertenklassen ¢; 3,
1,6, C1,8, C1,9, C1,12, €1,13 und 1 16.

Als néchstes sei dy = dy = ds = 0 und d3 = 1. Dann hat man

hi jrsb = Tarp(o.) oo w30y p(m 7 (ds + Tr(sTH))) - ha g
Also o ,
Bxs(R)(b) = > o(x" 7 (d5 + Tr(s* 1)),
i’ 5,8
somit

BX5()(0) = —(¢ = 1)(¢° = L(ds)) + (¢ — 1)*L(ds) = q(q — 1)(L(d5) — ¢*).
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Hieraus folgen die Werte von pxs(k) auf den unipotenten Konjugiertenklassen ¢ 5, 1,10
und 01714.

Fiir dy = dy = d3 = ds = 0 und dg = 1 ergibt sich

hi’,j’,sb = :L'aJrg(. . ) faeet 1’3a+5<7Ti/_j/(—TI‘(8))) Caeet hi’,j’,s

und daher o
BXs(k)(0) = Y ¢(x" ' (~Tr(s))) = 0.

Z'l?jl75
Fiir dy = dy = d3s = ds = 0 und ds = 1 ergibt sich

hi/,j/,sb — xa—i—ﬂ(' . ) R $3a+ﬂ(77i -J ) e hi/,j’,s

und daher o
BXs(R)(0) = Y o(x" ) =~} (g - 1).

i',5',s
Unter Beachtung von (4.9) kennen wir damit die Werte von pxs(k) auf allen unipotenten
Konjugiertenklassen von B. Die einzigen halbeinfachen Konjugiertenklassen von B, die
nichtleeren Durchschnitt mit H haben, sind die halbeinfachen Klassen von B der Typen
hi und hs. Es sei b = h(@%, 1)z(d1)x3a45(d2) mit i € {1,...,¢* + ¢}. Dann ist

hi jr.sb=h(@, Dag(r " 72 dy) - ... 2gaqs(m® 77 (dy + (55 78) T dy) .- h

i/ ,(—2ig)
also
eF(g—1)2 fallsdy =dy =0
BXs(k)(0) = o Y " p(a ™ w¥ dy + 77 dy) = falls dy = dy = 1
i’ —¥(g—1) falls dy oder dy = 0.

Damit haben wir alle Charakterwerte von gxs(k), K =0,1,...,q? + ¢ bestimmt.

BX6(k):
Es ist Cr(Xsa428) = {h(t,1)|t € IFqX3}. Fiir k=0,...,¢%> — 2 ist daher

ok h(T", 1) 20 (d1) 720+ 5(d2)T30+6(d3)T30-25(ds) — CFp(ds)

ein linearer Charakter von H := Cr(X3a-+28) XaX2a+3X3a+0X3a+2- Firk=0,...,¢>—2
definieren wir py4(k) := 2. Eine Transversale fiir die Rechtsnebenklassen von H in B
ist

{hjrrs = h(l,wjl)x@(r)aa+g(s) li'=1,...,—1,reF,,s €Fp}.
Der Spezialfall ¢f ist schon in Geck [19] auf den Seiten 95 bis 97 ausgerechnet. Da die
Rechnungen fiir den allgemeinen Fall analog verlaufen, wollen wir hier auf die Details der
Rechnung verzichten.
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4.5.1 Bemerkung

An Hand der Tabelle A.41 kann man erkennen, dass die hier konstruierten Charaktere
BX1, - -- BX6 nicht von der Wahl des linearen Charakters ¢ der additiven Gruppe von F s
abhéngen, sofern nur ¢ nichttrivial auf F, einschrénkt. Bei der Konstruktion von px4
erhélt man sogar das gleiche Ergebnis, wenn man statt der nichttrivialen Einschrankung
von ¢ auf F, nur die Nichttrivialitét von ¢ voraussetzt.

4.6 Die Charaktertafel eines unipotenten Radikals

Wir verwenden in diesem Abschnitt die gleichen Bezeichnungen wie in den Kapiteln 2
und 3. Insbesondere sei P die bereits in Abschnitt 3.5 untersuchte maximale parabolische
Untergruppe von G = 3Dy4(q), q ungerade. Bei der Berechnung der Charaktertafel der
maximalen parabolischen Untergruppe P stiitzen wir uns auf die Levi—Zerlegung:

P:LPD(UP

(siehe Satz 3.5.1). Um irreduzible Charaktere von P mittels Clifford—Theorie konstruieren
zu konnen, bendétigen wir die irreduziblen Charaktere des unipotenten Radikals Up. Wir
bestimmen daher in diesem Abschnitt die Charaktertafel von Up. Wir beginnen mit der
Berechnung der Konjugiertenklassen von Up. Zum Rechnen in Up brauchen wir nur die
Kommutatorrelationen aus Tabelle 2.3. Wir stiitzen uns bei unseren Berechnungen auf
eine einfache Beobachtung, die wir in einer Bemerkung zusammenfassen:

4.6.1 Bemerkung
Fiir das Zentrum Z(Up) und die Kommutatorgruppe [Up, Up] von Up gilt:

Z(Up) = [Up,Up] = X3a128-

Der Faktor Up/X3,424 ist elementar-abelsch von Ordnung ¢®. Insbesondere ist Up eine
spezielle p—Gruppe.

Beweis: Dies folgt aus den Kommutatorrelationen in Tabelle 2.3. |

Wir beginnen mit der Bestimmung der Konjugiertenklassen von Up. Wir erinnern noch ein-
mal daran, dass wir in Abschnitt 2.2 mit Fy bzw. ;3 den eindeutig bestimmten Teilkdrper
von F mit ¢ bzw. ¢> Elementen bezeichnet haben.

Aus Bemerkung 4.6.1 folgt, dass es in Up die zentralen Konjugiertenklassen mit Ver-
tretern

u1(d) == w30423(d)
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mit d € F, gibt. Da nach Bemerkung 4.6.1 der Faktor Up/X3,423 abelsch ist, sind die
Elemente

uz(dy, da, d3, dy) := w5(d1)Tayp(d2)Toay5(d3) 304 5(ds)
mit (dy,dz,ds,ds) € Fg x Fps x Fs x Fy —{(0,0,0,0)}, in Up paarweise nicht konjugiert.
Mittels der Kommutatorrelationen in Tabelle 2.3 bestétigt man:
U
q

Summation iiber die Klassenlédngen zeigt, dass wir damit alle Konjugiertenklassen von Up
gefunden haben. Somit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

|Cup (u2(dy, da, ds, dy))|

4.6.2 Satz (Konjugiertenklassen von Up)

Das unipotente Radikal Up von P besitzt genau ¢® + q — 1 Konjugiertenklassen. Ein
vollstdndiges Vertretersystem mit zugehorigen Zentralisatorordnungen ist durch Tabel-
le A.42 im Anhang gegeben.

Beweis: Siehe den vorangegangenen Abschnitt. |

Wir kommen nun zur Bestimmung der irreduziblen Charaktere von Up. Aus Bemer-
kung 4.6.1 folgt, dass Up genau ¢® lineare Charaktere besitzt, die durch

Xo1,b2,63,04 (T5(d1)Tat 5(d2) Taa+5(d3) T30+ 5(da)T30+25(d5)) = ¢1(d1)d2(d2)d3(d3)da(ds)

mit (¢1, P2, @3, ¢4) € Irr(Fy) x Irr(Fys) x Trr(Fys) x Irr(IF,) gegeben sind. Hierbei sind mit
Irr(Fy) bzw. Irr(FFs) die irreduziblen Charaktere der additiven Gruppen von F, bzw. F s
gemeint.

Da Up genau ¢® + ¢ — 1 Konjugiertenklassen besitzt, fehlen uns also noch ¢ — 1 irre-
duzible Charaktere von Up. Die noch fehlenden ¢ — 1 irreduziblen Charaktere von Up
gewinnen wir durch Induktion linearer Charaktere von Xo,3X30+3X30+23 nach Up. Wir
bedienen uns dabei der gleichen Vorgehensweise wie bei der Induktion linearer Charaktere
in Abschnitt 4.5.

Es sei ¢ ein beliebiger nichttrivialer irreduzibler Charakter der additiven Gruppe von F,.
Mit 04 bezeichnen wir den linearen Charakter von Xo,43X3043X30423, der durch

Op(20+5(c1)T30+8(c2)T30+25(c3)) = P(c3)

definiert ist. Mit Hilfe der Induktionsformel (4.1) kénnen wir dann x4 = 9¢TUP berechnen,
wobei wir als Transversale

{es(s1)asn(se) | 51 € Fyy s € Fyo}

wiéhlen. Das Ergebnis findet man in der dritten Zeile von Tabelle A.44 im Anhang. Wie
man mit den Angaben aus Tabelle A.42 nachrechnet, haben die Charaktere y, alle die
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Norm 1. Da sich die x4 auf den zentralen Klassen unterscheiden (vergleiche Tabelle A.44),
sind sie paarweise verschieden, so dass wir damit ¢— 1 irreduzible Charaktere vom Grad ¢*
gefunden haben. Somit haben wir alle irreduziblen Charaktere von Up gefunden. Damit
haben wir gezeigt:

4.6.3 Satz
Das unipotente Radikal Up besitzt genau ¢® + q — 1 irreduzible Charaktere. Die Charak-
tertafel von Up ist durch die Tabellen A.43 und A.44 im Anhang gegeben.

Beweis: Siehe den vorangegangenen Abschnitt. |

4.7 Charaktere eines weiteren unipotenten Radikals

Wir verwenden in diesem Abschnitt die gleichen Bezeichnungen wie in den Kapiteln 2
und 3. Insbesondere sei ) die bereits in Abschnitt 3.6 untersuchte maximale parabolische
Untergruppe von G = 3Dy(q), ¢ ungerade. Zur Berechnung irreduzibler Charaktere von Q
werden wir spéter irreduzible Charaktere des unipotenten Radikals Ug von ) bendtigen.

4.7.1 Bemerkung

Analog zur Berechnung der Charaktertafel des unipotenten Radikals Up von P koénnte
man versuchen, die vollstindige Charaktertafel von Ug zu bestimmen. Dies erweist sich
jedoch als schwierig. Ein Grund hierfiir besteht darin, dass Ug die Nilpotenzklasse 3 besitzt
(wihrend Up von Nilpotenzklasse 2 ist). Im Gegensatz zu Up, ist also Ug keine spezielle
p—Gruppe. Die Methoden aus dem vorangegangenen Abschnitt 4.6 zur Berechnung der
Charaktertafel von Up lassen sich also nicht ohne Weiteres auf U iibertragen. Besondere
Schwierigkeiten bereitet die Berechnung der irreduziblen Charaktere von Ug, die nicht-
trivial auf das Zentrum Z(Ug) von Ug einschrinken. Da es mir bislang nicht gelungen
ist, diese irreduziblen Charaktere zu berechnen, begniigen wir uns in diesem Abschnitt
damit, alle anderen irreduziblen Charaktere von Ug zu bestimmen. Die Faktorgruppe
Uq = Ug/Z(Ug) ist eine spezielle p-Gruppe, und die Methoden aus dem vorangegan-
genen Abschnitt 4.6 lassen sich benutzen, um die vollstindige Charaktertafel von Ug
auszurechnen. Dies wird in diesem Abschnitt durchgefiihrt. Gleichbedeutend hiermit ist
die Bestimmung aller irreduziblen Charaktere von Ug, die trivial auf Z(Ug) einschrénken.

An den Kommutatorrelationen aus Tabelle 2.3 erkennt man, dass X3,13X3q423 das
Zentrum von Ug ist. Wir betrachten die Faktorgruppe UQ = Ug/X30+8X3a+23. Die
Berechnung der Konjugiertenklassen von Ug verlduft analog zur Berechnung der Konju-
giertenklassen von Up. Wir geben daher hier nur die Ergebnisse an.
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4.7.2 Satz (Konjugiertenklassen von Ug)

Die Faktorgruppe U des unipotenten Radikals Ug besitzt genau ¢® + ¢® — 1 Konjugier-
tenklassen. Ein vollstdndiges Vertretersystem mit zugehérigen Zentralisatorordnungen ist
durch Tabelle A.50 im Anhang gegeben. In Tabelle A.50 ist fiir Elemente v € Ug mit @
die Restklasse von u modulo X3,43X30+23 gemeint.

Beweis: Analog zu Satz 4.6.2. |

Mit den gleichen Methoden wie bei der Bestimmung der Charaktertafel von Up lésst
sich auch die Charaktertafel von U ausrechnen. Da die Rechenschritte analog verlaufen,
verzichten wir hier auf eine Beschreibung der Details und geben nur die Ergebnisse an:

4.7.3 Satz

Die Faktorgruppe UQ des unipotenten Radikals Ug besitzt genau q® + ¢ — 1 irreduzible
Charaktere. Die Charaktertafel von U ist durch die Tabellen A.51 und A.52 im Anhang
gegeben.

Beweis: Analog zu Satz 4.6.3. |

Héufig werden wir die irreduziblen Charaktere x4, 4, und x4 von Ug vermoge Inflation
mit den entsprechenden Charakteren von Ug, die X3,43X3q+23 im Kern enthalten, iden-
tifizieren. Wir verwenden fiir diese Charaktere von Ug dann ebenfalls die Bezeichnungen

Xe1,65 DZW. X¢-

4.8 Trigheitsgruppen in P

Die parabolische Untergruppe P operiert auf den irreduziblen Charakteren ihres unipo-
tenten Radikals Up per Konjugation. Die Stabilisatoren der irreduziblen Charaktere von
Up beziiglich dieser Operation sind die Tragheitsgruppen. Die Clifford—Theorie liefert Be-
ziehungen zwischen den irreduziblen Charakteren von P und gewissen irreduziblen Cha-
rakteren der Trégheitsgruppen (fiir Details hierzu siehe Abschnitt 4.1).

Fiir uns sind die Tragheitsgruppen in zweierlei Hinsicht von Interesse: Zum einen wer-
den wir sie in diesem Kapitel benttigen, um irreduzible Charaktere von P zu konstruieren.
Zum andern werden sie im nichsten Kapitel eine wichtige Rolle bei der Bestimmung der
Blockeinteilung der irreduziblen Charaktere von P spielen. Wir wollen daher in diesem Ab-
schnitt die Tragheitsgruppen der irreduziblen Charaktere von Up in P bis auf Konjugation
bestimmen.

Zur Beschreibung der Konjugiertenklassen und irreduziblen Charaktere von Up be-
nutzen wir weiterhin die Bezeichnungen aus Abschnitt 4.6. Wir setzen auch in diesem
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Abschnitt die Primzahlpotenz ¢ als ungerade voraus. Bevor wir das Hauptergebnis die-
ses Abschnitts formulieren, wollen wir noch einige weitere Notationen einfithren. Fiir einen
irreduziblen Charakter ¢ von Up bezeichne Ip(¥#) die Tragheitsgruppe von ¢ in P (verglei-
che Abschnitt 4.1). Da Up auf Irr(Up) per Konjugation trivial operiert, gilt Up C Ip(¥})
fiir alle ¥ € Irr(Up). Wir definieren die Trigheitsfaktorgruppe Ip(9) von ¥ durch

Ip(9) == Ip(9)/Up.

Auf Grund der Levi-Zerlegung werden wir hiufig Ip(9) mit Ip(9) N Lp identifizieren.
Fiir die irreduziblen Charaktere von Up wéihlen wir die gleichen Bezeichnungen wie in
Tabelle A.44.

Hauptziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes:

4.8.1 Satz (Trigheitsgruppen in P)
Es sei ¢ ein nichttrivialer irreduzibler Charakter der additiven Gruppe von Fy und ¢’ ein
nichttrivialer irreduzibler Charakter der additiven Gruppe von g3 mit der Eigenschaft

{r e Fqg\qu +r?7+7r =0} Cker(¢).

Wir definieren vy, 1, Y2, ¥, 15 € Irr(Up) durch:

Yo = X111,
1 = X111,
Y2 = X141,
Y3 = Xe1,16
s = X

Dann existiert ein linearer Charakter 1, von Up, so dass die folgenden Aussagen (a) bis
(c) wahr sind:

(a) {vo,...,%4,1s} ist ein Vertretersystem der Bahnen von P auf Irr(Up),

(b) die Trigheitsfaktorgruppen I; := Ip(1;), = 0,1,...,5, haben die Ordnungen:

Lol = ¢ -1)(g—1),
Ll = ¢ -1),

L] = ¢*(qg—1),

| = 2(¢*+q+1),
1Ll = 2(¢*—q+1),

I = ¢*(¢°—1).
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(c) fiir die Trégheitsfaktorgruppen gilt:

jo = LP,

jl = {h(tz’ tq2+q+1’t2q’t2q2)xa(8) |t e ]F,tq3_1 =1,s¢€ Fq3}7

f2 = {h(t,t,tq’tqz);pa(g) ’t € ]Fa tq_l = 17 ERS Fq37 ng +s1+s= 0}7
Iy = (nah(1,-1,1,1), h(t,1,89,t9°) |t € F 10 +atl = 1),

Iy = (ng) x {h(t,1,t79,t97Y) |t € F, 199! = 1}, wobei ny eine Involution
mit Cp,(ng) = (ng) und {h(t,1,t79,1971) |t € F,t7 =71 = 1} ein zyklischer
Normalteiler der Ordnung ¢*> — q + 1 von Iy ist,

5. Iy = L, (zur Definition von L', siehe (4.5) in Abschnitt 4.3).

b = o

4.8.2 Bemerkung
Eine explizite Angabe von 14 ist schwierig und wird hier nicht vorgenommen.

Beweis (von Satz 4.8.1):

Da Up auf den Konjugiertenklassen von Up und den irreduziblen Charakteren von Up per
Konjugation trivial operiert, geniigt es zur Bestimmung der Bahnen und Trégheitsgruppen
auf Grund der Levi—Zerlegung, die Operation von Lp auf den Konjugiertenklassen und
irreduziblen Charakteren von Up zu betrachten.

Die Bezeichnungen fiir die Konjugiertenklassen und irreduziblen Charaktere von Up iiber-
nehmen wir aus den Tabellen A.42 bis A.44 im Anhang.

j5!
Aus den Relationen in Tabelle 2.2 folgt:

2 2
h(ty, ta, t4 ) Ty (d)h(ty, o, t4,t0) = uy (t51d),

also operiert Lp transitiv auf den g — 1 nichttrivialen zentralen Konjugiertenklassen
von Up. Dies sind genau die Konjugiertenklassen, auf denen sich die irreduziblen Cha-
raktere vom Grad ¢* von Up unterscheiden. Also bilden diese irreduziblen Charaktere
von Up eine Bahn der Lange ¢ — 1 unter der Operation von Lp. Damit wissen wir be-
reits |I5| = |qL_—P1‘ = ¢3(¢% — 1). Aus den Relationen in Abschnitt 2.3 ergibt sich L, C Is.
Aus Ordnungsgriinden gilt hier Gleichheit. Damit haben wir bereits die Aussagen iiber I5
bewiesen.

Es sind nun also noch die Aussagen iiber die Bahnen und Trigheitsgruppen der linearen
Charaktere nachzuweisen. Mit Hilfe der Relationen aus Abschnitt 2.3 und den Informa-
tionen aus Tabelle A.25 im Anhang rechnet man nach, dass die Operation von Lp auf
den Konjugiertenklassen von Up in genau 6 Bahnen zerfillt. Nach dem Permutationslem-
ma 4.1.1 zerfillt dann auch die Operation von Lp auf Irr(Up) in genau 6 Bahnen. Wie wir
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bereits gesehen haben, bilden die irreduziblen Charaktere vom Grad ¢* von Up eine solche
Bahn. Demnach teilen sich die linearen Charaktere von Up in genau 5 Bahnen unter der
Operation von Lp auf. Fiir die im Satz definierten linearen Charaktere 1y, ..., ¥3 wollen
wir nun die Trigheitsfaktorgruppen I. j» 7 =0,...,3 berechnen.

fo:
X1,1,1,1 ist der triviale Charakter von Up und ist daher unter ganz Lp invariant.
fli

1

2 3_
Es sei zunéichst x = h(t1,to, t1,t] )xo(s) mit t1,t2 € F, t]
der Relationen in Abschnitt 2.3 rechnet man nach, dass

Vi (uz(dy, da, d3, dy)) = Y1 (ua(dy, da, d3, dy))

genau dann gilt, wenn

="' =1, s € F 3. Mittels

g
ot T I 5dy) = ¢(dy)
ist. Also ist ¥f = /1 genau dann, wenn
(7T 7NE — 1)dy € ker(¢)

2 1
l{-i-q-&- —t

fiir alle di € Fy gilt, wenn also ¢ 2 ist. Dies wiederum ist gleichbedeutend damit,

2
dass h(ty, ta, 12,17 ) von der Form h(t2,t4°+a+! 424 2¢°) mit ¢ € F, ¢4°~1 = 1 ist.

Insbesondere ergibt sich hieraus weiter, dass 1, invariant unter X, ist. Es sei jetzt x =
2 3_ _

Ta(r)ngh(ty, ta, t1,t3) mit t1,t2 € F, t] 1= td l=1,re F,s. Mittels der Relationen in

Abschnitt 2.3 rechnet man wiederum nach, dass

YT (uz(dy, d2, d3, da)) = Y1 (uz(dr, da, ds, ds))
genau dann gilt, wenn
2

o(=dat] "5 Y) = ¢(dy)
ist. Also ist ¢ = 91 genau dann, wenn

dy + dgt? T € ker(¢)
fiir alle dy, dy € IF gilt. Dies ist nicht fiir alle dq, d4 € F erfiillbar. Damit sind die Aussagen
iiber I; in Satz 4.8.1 bewiesen.
Iy:
Der Beweis der Aussagen iiber I verliuft analog zu dem Beweis fiir I (die auftretenden
Gleichungssysteme sind allerdings etwas lénglicher).
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jg!

Wir erinnern noch einmal an die Spurabbildung
Tr - Fps — Fq2

u — ul +ul+u

und daran, dass Tr surjektiv ist (siche Theorem VI.5.2 in Lang [33]). Es sei zunichst

a 44 : ®*~1 _ 4q-1 : -
x = h(t1,t2, 11,17 )xo(s) mit t1,t0 € F, 1] =15 =1, s € F 3. Mittels der Relationen
in Abschnitt 2.3 rechnet man nach, dass

Y5 (uz(dr, d2, ds, da)) = 3(ua(dy, d2, d3, ds))

genau dann gilt, wenn

Sdit; T NS 4 d gt YL - (s dgtd T g )+

Tr (s +adytd HIT ) 4 s ety = gd) + dy)
ist. Also ist ¥§ = 13 genau dann, wenn

dy (7T TN S 1) dy (1T - 1) - Te(sTdgtd P D+ (4.10)

2 2
Tr(s? t2dgt? TTTH5Y) 4 st g? T € er(g)

fur alle (dq,ds, ds,ds) € Fy XF g3 XF g3 xFy gilt. Wir nehmen nun an, dass 13 = 13 sei. Dann
ist also (4.10) fiir alle dy,da, ds, dy erfiillt. Dies gilt insbesondere fiir d; = d3 = dy = 0.
Somit ist ,
2 —
Tr(s? Tdyt? +q+lt2 1) € ker (o)

fiir alle dy € Fys. Da t1,t2 # 0 sind und Tr surjektiv ist, folgt s = 0. Aus (4.10) folgt nun
also
dy (87772 — 1)+ dy (1T G — 1) € ker(9) (4.11)

fir alle di,dy € F,. Setzt man in (4.11) d; = 0 bzw. dy = 0, so folgt: t(112+q+1 = {9

ot _ g2 ' : P+q+1 .

bzw. t] = t5. Hieraus schlieft man dann weiter: ¢] = 1 und ¢ = 1 und somit

x = h(t,1,t9,t9°) mit t9°t7T1 = 1. Umgekehrt sieht man fiir jedes Element z der Form

r = h(t,l,tq,tq2) mit t°+9+! = 1 durch Einsetzen in (4.10) ein, dass % = 93 gilt.

2

Damit haben wir gezeigt: Fiir jedes Element x = h(t1,ts,t],t] )xa(s) mit ¢1,t2 € T,

t‘lﬁ_l = tg_l =1, s € Fs gilt ¢§ = 13 genau dann, wenn = = h(t, 1,19,49°) mit ¢ Tatt =1
ist.

. q ,q4> #—1 q—1
Fiir Elemente = der Form @ = x,(r)nah(ti, t2,t],t] )za(s) t1,t2 € F, t] " =113~ =1,
r,s € F s verlaufen die Rechnungen analog. Es ergibt sich: ¢5 = 13 gilt genau dann, wenn
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r=s5=0, t‘{2+q+1 =1 und to = —1 gilt. Also gilt wie in Satz 4.8.1, (¢) behauptet:

Iy = (nah(1,—1,1,1), h(t,1,49,47) |t € F,t7 o+l = 1)
= {h(t,1,t9,t7) |t € F, e+ = 1} U
{nah(t,—1,19,17) |t € 17 ot =1},

wobei die Vereinigung disjunkt ist. Insbesondere ist damit |I3] = 2(¢® + q + 1) gezeigt.
Damit haben wir auch die Aussagen iiber I3 in Satz 4.8.1 bewiesen.

Iy:

Wie wir bereits auf Seite 114 gesehen haben, zerfillt die Operation von L p auf den linearen
Charakteren von Up in genau 5 Bahnen. Da Iy, ..., I3 unterschiedliche Ordnungen haben,
liegen 1y, ..., jeweils in verschiedenen Bahnen unter der Operation von Lp. Durch
Summation der Bahnldngen folgt, dass die noch fehlende Bahn der Operation von Lp
auf den linearen Charakteren von Up die Lénge 3¢3(¢®> — 1)(¢> — 1) haben muss. Die
Trégheitsfaktorgruppen der linearen Charaktere von Up in dieser Bahn haben also jeweils

die Ordnung 2(¢? — ¢ + 1). Wir betrachten die zyklische Untergruppe
{h(t, 1,79 497 ) [t € F "9t = 1}

der Ordnung ¢> — g + 1, die im getwisteten maximalen Torus Tg von Lp enthalten ist.
Es sei h ein Erzeuger dieser zyklischen Gruppe. Wie man den Zentralisatorordnungen in
Tabelle A.25 entnehmen kann, gibt es eine nichtzentrale Konjugiertenklasse von Up, die
unter Konjugation mit dem halbeinfachen Element h invariant bleibt. Aus dem Permuta-
tionslemma 4.1.1 folgt somit, dass es einen nichttrivialen linearen Charakter von Up gibt,
der unter Konjugation mit A invariant ist. Es sei 94 ein solcher Charakter von Up. Dann
gilt also |I4] = 2(¢®> — ¢+ 1), und {h(t, 1,79t 1) |t € F, 0" —a+1 = 1} ist ein zyklischer
Normalteiler vom Index 2 in I. Es sei n4 eine Involution in Iy. Dann gilt:

Iy = (ng) x {h(t,1,t7 417 |t € IE‘,tq2—‘1+1 =1}

Um alle Aussagen in Satz 4.8.1 zu beweisen, miissen wir noch Cf,(n4) = (n4) zeigen.
Angenommen, dies sei falsch. Dann wére

Cr,(na) N {A(t, 1,679,497 [t € B0+ = 1} 2 {1},

Insbesondere giibe es ein nichttriviales Element in Cy, (n4) € CL,(n4), dessen Ordnung ein
Teiler von g2 — ¢+ 1 ist. Aus den Zentralisatorordnungen in Tabelle A.17 im Anhang folgt
daher (da ¢> — ¢+ 1 und (¢3 — 1)(¢ — 1) teilerfremd sind), dass ny zentral in Lp ist. Also
wire dann I, zyklisch. D.h. es géibe ein Element s der Ordnung 2(¢? — ¢ + 1), das einen
nichttrivialen linearen Charakter von Up unter Konjugation festlasst. Nach dem Permu-
tationslemma 4.1.1 gédbe es dann auch eine nichtzentrale Konjugiertenklasse von Up, die
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unter Konjugation mit dem halbeinfachen Element s der Ordnung 2(¢? — ¢ + 1) invariant
bleibt. Da die Konjugiertenklassenléingen von Up Potenzen von p sind und s ein p’~Element
ist, zentralisiert s sogar ein Element aus einer nichtzentralen Konjugiertenklassen von Up.
Das halbeinfache Element s ldge wegen seiner Ordnung in einer Konjugiertenklasse vom
halbeinfachen Klassentyp hi; oder hia (siehe Tabelle A.23). Wie man der Tabelle A.25
entnimmt, sind alle Elemente aus Up, die von solchen halbeinfachen Elementen zentrali-
siert werden, zentral in Up. Dies ist ein Widerspruch. Also muss unsere obige Annahme
falsch gewesen sein, und es gilt: C7,(n4) = (n4). Damit ist Satz 4.8.1 vollstdndig bewiesen.

|

4.9 Tragheitsgruppen in @)

Die parabolische Untergruppe @ operiert per Konjugation auf den irreduziblen Charak-
teren ihres unipotenten Radikals Ug, die X3,43X34+23 im Kern enthalten. In diesem Ab-
schnitt beschreiben wir die Stabilisatoren, also die Triagheitsgruppen, dieser irreduziblen
Charaktere von Ug. Diese Trégheitsgruppen spielen eine Rolle bei der Konstruktion irre-
duzibler Charaktere von Q.

Zur Beschreibung der Konjugiertenklassen und irreduziblen Charaktere von Ug benut-
zen wir die Bezeichnungen aus Abschnitt 4.7. Wir setzen auch in diesem Abschnitt die
Primzahlpotenz ¢ als ungerade voraus. Analog zu den Bezeichnungen bei den Trégheits-
gruppen in P bezeichnen wir fiir ¥ € Irr(Ug) mit Ig(«9) die Trégheitsgruppe von ¥ in () und
mit I () die entsprechende Triigheitsfaktorgruppe in Q. Auf Grund der Levi-Zerlegung
werden wir hiufig I (9) mit Ig(¥) N Lg identifizieren. Fiir die irreduziblen Charaktere von
Ug wihlen wir die gleichen Bezeichnungen wie in Tabelle A.52. Fiir die Trégheitsgruppen
der irreduziblen Charaktere von Ug, die X3,43X3q4423 im Kern enthalten, gilt:

4.9.1 Satz (Trigheitsgruppen in Q)
Es sei ¢ ein nichttrivialer irreduzibler Charakter der additiven Gruppe von F . Wir defi-
nieren g, Yn, s € Irr(Ug) durch:

Yo = X171,
Y1 = Xe1s
vy = Xg-

Dann existiert ein linearer Charakter 1o von Ug, so dass die folgenden Aussagen wahr
sind:

(a) {vo,...,13} ist ein Vertretersystem der Bahnen von @) auf der Menge der irredu-
ziblen Charaktere von Ug, die X344 3X3q+423 im Kern enthalten,
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(b) die Tréigheitsfaktorgruppen I; := Ig(v;), j =0,1,...,3, haben die Ordnungen:

Lol = q(¢® —1)(¢" —1),
L] = q(qg—1),

L] = 1,

L] = q(¢®—1).

(c) fiir die Trégheitsfaktorgruppen gilt:

0. In = Lg,
1. I = {h(t, 2,10, )zg(s) |t € F, 101 = 1,5 € F,},
2. I ={1},

3. Iy = (Xg,ng, h(1,t,1,1) |t e F,t471 =1).

Beweis: Die Berechnungen der Trégheitgruppen verlaufen analog zu den Rechnungen im
Beweis von Satz 4.8.1, sie sind sogar deutlich einfacher. |

4.10 Die Charaktertafel von P

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Charaktertafel der maximalen parabolischen Un-
tergruppe P. Wir behalten die Bezeichnungen aus Abschnitt 4.8 bei. Insbesondere setzen
wir weiterhin voraus, dass ¢ ungerade ist. Wir wéhlen die irreduziblen Charaktere vy, ...,
15 von Up wie in Satz 4.8.1. Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes:

4.10.1 Satz

Die maximale parabolische Untergruppe P besitzt genau ¢* + ¢® + ¢*> + 3q + 7 irreduzible
Charaktere. Die Charaktertafel von P ist durch die Tabellen A.45 und A.46 im Anhang
gegeben. Tabelle A.47 gibt zu jedem x € Irr(P) das eindeutig bestimmte i € {0,...,5}

mit (xlup, i) # 0 an.

Zusatz:

Fir j = 0,...,5 bezeichne I; die Trégheitsgruppe von 1; in P. Dann gibt es zu jedem
j =0,...,5 einen irreduziblen Charakter von I;, dessen Einschrénkung auf Up gleich v;
ist. Mit anderen Worten: Jeder der irreduziblen Charaktere 1);, j = 0,...,5 setzt auf seine

Trégheitsgruppe fort.

Beweis (von Satz und Zusatz):
Wesentliches Hilfsmittel zur Bestimmung der Charaktertafel von P ist die Clifford-Theorie
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in Form der Satze 4.1.2, 4.1.3, 4.1.5, 4.1.7 und 4.1.8. Speziell im Hinblick auf die Sitze
4.1.7 und 4.1.8 machen wir folgende Beobachtung: In Bemerkung 4.6.1 hatten wir gesehen,
dass X3,425 die Kommutatorgruppe von Up ist. Hieraus folgt einerseits, dass X3,424 ein
Normalteiler von P ist, und andererseits, dass Up := Up/ X3a+23 abelsch ist. Also besitzt
P eine Zerlegung in ein semidirektes Produkt P = Lp x Up mit der zu Lp isomorphen Un-
tergruppe Lp := LpX3a+23/X3a+28 und dem abelschen Normalteiler Up = Up/X30+28-
Wir werden im Folgenden meistens Lp und Lp vermdge des kanonischen Isomorphis-
mus Lp — Lp,x — rX34423 miteinander identifizieren. Wir werden auflerdem (mittels
Inflation) die irreduziblen Charaktere von Up mit den linearen Charakteren von Up iden-
tifizieren.

P

LpX3atop Up

Lp

X3a+423

{1}

Da Up abelsch ist, konnen wir nun die Siitze 4.1.7 und 4.1.8 auf P anwenden. Die Operation
von Lp auf Irr(Up) entspricht der Operation von Lp auf den linearen Charaktere von Up.
Ein Vertretersystem fiir die Bahnen sowie die zugehotrigen Triagheitsfaktorgruppen kénnen
wir daher direkt aus Satz 4.8.1 ablesen. Nach den Sdtzen 4.1.3 und 4.8.1 gibt es zu jedem
irreduziblen Charakter y € Irr(P) genau ein ¢ € {0,...,5} mit (x|up,¥i)v, # 0. Fiir
x € Irr(P) gilt hierbei X3,408 C ker(x) genau dann, wenn (x |y,,¥:)u, # 0 fur ein
i €{0,...,4}. Dies lisst folgendes Vorgehen natiirlich erscheinen:

Fiir i = 0,...,4 bestimmt man die irreduziblen Charaktere von I; und berechnet jeweils
die Charaktere (¢ x 9;)F, wobei ¢ die irreduziblen Charaktere Irr([;) durchliuft. Nach
Satz 4.1.8 und den obigen Vorbemerkungen erhilt man so jeden irreduziblen Charakter x €
Irr(P) mit X3,428 C ker(x) auf diese Weise genau einmal. Die noch fehlenden irreduziblen
Charaktere von P mit X3,1928  ker()) sind genau die irreduziblen Charaktere x € Irr(P)
mit (xlup,¥s)vp, # 0. Nach Satz 4.1.5 erhdlt man diese irreduziblen Charaktere von P
durch Induktion der irreduziblen Charaktere ¢ € Irr(I5) mit (¢ |v,,¥s)u, # 0. Es stellt
sich spéter sogar heraus, dass 5 auf I5 fortsetzt, so dass man zur Berechnung dieser
Charaktere 1 Satz 4.1.2 benutzen kénnte. Bei diesem Vorgehen ergibt sich allerdings die
Schwierigkeit, dass das Induzieren von Charakteren von I5 nach P aufwendig ist. Wir
wiahlen daher folgende Strategie zur Berechnung der irreduziblen Charaktere von P:

Fir ¢ = 0,...,4 bestimmen wir die irreduziblen Charakter_e von I; und berechnen
jeweils (v x 1b;)F, wobei ¢ die irreduziblen Charaktere Irr(I;) durchliuft.
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Die noch fehlenden irreduziblen Charaktere von P mit (¢|1,,%s)u, # 0 berechnen
wir durch Betrachtung von Produkten von Charakteren, Orthogonalitéitsrelationen
und mit Hilfe der Einschrinkungen der unipotenten Charaktere von G = 3Dy(q)
auf P, die wir ja aus Abschnitt 4.2 kennen.

Wir beginnen nun mit der Durchfithrung dieser Strategie.

Es ist Iy = Lp (vergleiche Satz 4.8.1, (c)). Die irreduziblen Charaktere von Lp kennen
wir bereits aus Abschnitt 4.3 (vergleiche auch Tabelle A.37). Durch Inflation erhélt man
hieraus die irreduziblen Charaktere:

xi(k) = Lpx;(k),

xe(k) = L.Xo(k)
firk=0,...,4—2, und

x3(k,D) = Lpxs(k, 1)
fir k=0,...,¢°—2,1=0,...,9— 1, k # 0, sowie

xa(k) = Lpxy(k)

fir k=0,...,¢* —¢*+¢—2und ¢® +1 k. Damit haben wir alle irreduziblen Charaktere
x von P mit (x|up,%0)u, # 0 gefunden.
Als néchstes wollen wir alle irreduziblen Charaktere x von P mit (x lup,¥1)v, # 0

ausrechnen. Hierzu bestimmen wir zunéchst die irreduziblen Charaktere von I;. Nach
Satz 4.8.1, (c) ist

fl — {h(tZ’tq2+q+1,t2q,t2q2)xa(8) ‘t e thq371 _ 1’ s e FqB}.
Also ist I; ein semidirektes Produkt
I_l =Kx N

mit K = {h(t2,t°+at! 120 420°) |t € F, 17! = 1} und dem abelschen Normalteiler
N := X,. Zur Bestimmung der irreduziblen Charaktere von I; kénnen wir also Satz 4.1.8
benutzen. Die Operation von K auf N per Konjugation zerfillt in genau 2 Bahnen. Nach
dem Permutationslemma 4.1.1 zerfillt somit auch die Operation von K auf Irr(N) in ge-
nau 2 Bahnen: die Bahn des trivialen Charakters von N und die Bahn eines beliebigen
nichttrivialen irreduziblen Charakters von N. Somit besitzt I; genau ¢3 verschiedene ir-
reduzible Charaktere: ¢> — 1 lineare Charaktere sowie einen irreduziblen Charakter vom
Grad ¢ — 1. Aus Satz 4.1.8 folgt daher: P besitzt genau ¢° irreduzible Charaktere y
mit (x lup,¥1)vp, # 0, ndmlich die ¢* — 1 irreduziblen Charaktere (v x 1) ¥, wobei



Die Charaktertafel von P 121

¢ die ¢® — 1 linearen Charaktere von I; durchliuft, sowie einen irreduziblen Charakter
(¢ x 1) 1T, wobei 1 der nichtlineare irreduzible Charakter von I; ist. Wir berechnen
(¢ x ¥1)TF vermoge

(v w1 = (¥ x 1)1 P)17 .

Die Charaktere (¢x1)T? haben wir bereits in Abschnitt 4.5 ausgerechnet. Es sind dies die
Charaktere gx1(k), k=0,...,¢> — 2 bzw. gx2 aus Tabelle A.41. Da wir die Fusionen der
Konjugiertenklassen von B nach P und die zugehorigen Zentralisatorordnungen kennen
(vergleiche Tabellen A.11, A.25 und A.26), kénnen wir die von B nach P induzierten
Charaktere berechnen. Dies liefert die irreduziblen Charaktere

xs(k) = pxa((¢® + q— Dk)1P

firk=0,...,¢° — 2 und
X6 := px2l"

in Tabelle A.46. (Der Faktor ¢®> + ¢ — 1 in der Definition von x5 dient nur dazu, dass
die Charakterwerte eine etwas ,,schonere® Form annehmen. Man beachte, dass ¢ + ¢ — 1
teilerfremd zu ¢® — 1 ist.) Die irreduziblen Charaktere x von P mit (x |up,¥1)u, # 0
haben wir damit alle gefunden.

Als néchstes wollen wir alle irreduziblen Charaktere x von P mit (x |lup,¥2)u, # 0

ausrechnen. Hierzu bestimmen wir zunichst die irreduziblen Charaktere von Iy. Nach
Satz 4.8.1, (c) ist

Ip = {h(t, 6,194 )zo(s) |t €T, 4971 = 1,5 € Fys, s7 + 87+ s = 0}
Also ist Iy ein semidirektes Produkt
IL=KxN
mit
K = {h(t,t, 9, tT) |t € F,19 " =1}
und dem abelschen Normalteiler
N :={z4(s)|s € Fqs,sq2 + 574+ s =0}.

Die irreduziblen Charaktere von I lassen sich auf analoge Weise wie bei I; bestimmen.
I besitzt genau 2q irreduzible Charaktere, nimlich genau g — 1 lineare Charaktere sowie
q + 1 irreduzible Charaktere vom Grad ¢ — 1. Aus Satz 4.1.8 folgt daher: P besitzt genau
2q irreduzible Charaktere x mit (x|up,¥2)u, # 0, ndmlich die ¢ — 1 irreduziblen Cha-
raktere (¢ X 1)1 vom Grad q(¢% — 1), wobei ¢ die ¢ — 1 linearen Charaktere von I
durchliuft, sowie ¢+ 1 irreduzible Charaktere (¢ x 12)1¥ vom Grad ¢(¢° —1)(q— 1), wobei
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1 ein Vertretersystem derjenigen Bahnen von K auf Irr(N) durchlduft, die den trivialen
Charakter 1y nicht enthalten.

Wir berechnen zunéchst die ¢ — 1 irreduziblen Charaktere (1 x 12)1¥, wobei v die linea-
ren Charaktere von I durchliuft. Ein direkte Berechnung dieser Charaktere ist schwierig.
(Dies liegt hauptsiichlich daran, dass wir die in der Definition von I5 auftretenden Ele-
mente zq(s) mit s7° + 57+ s = 0 nicht explizit hinschreiben kénnen.) Daher wihlen wir
eine etwas andere Vorgehensweise. Fiir £ = 0,...,q — 2 definieren wir die Charaktere

x7(k) :== pxs1’

von P. Durch Berechnung ihrer Norm weist man nach, dass die x7(k) irreduzible Cha-
raktere von P sind, und an Hand ihrer Charakterwerte sieht man, dass sie paarweise
verschieden sind. Wir haben somit ¢ — 1 verschiedene irreduzible Charaktere vom Grad
q(q® — 1) von P konstruiert. Wegen

(X?(k)Upa¢2)UP = (X?(k)awéj)p = (X?(k)aBX4P)p =1

haben wir
{x7(k)|E=0,...,q—2} = {(¢p x ¢)1T | ¥ linearer Charakter von I»}.

Dies liefert die irreduziblen Charaktere x7(k), k =0,...,q — 2 in Tabelle A.46.

Wir kommen nun zu den g + 1 irreduziblen Charakteren (¢ x 12)1%, wobei ¢ die nicht-
trivialen irreduziblen Charaktere von N durchlduft. Wir kénnen diese Charaktere nicht
explizit berechnen, da sie sich auf den unipotenten Konjugiertenklassen cf g unterscheiden,
fiir die wir keine explizite generische Beschreibung haben (vergleiche Tabelle A.25). Wir
kénnen jedoch

Xs = Y (¥ )1
Y

ausrechnen, wobei sich die Summe iiber die Charaktere 1 aus einem Vertretersystem der
¢+ 1 Bahnen von K auf Irr(N) erstreckt, die den trivialen Charakter 1y nicht enthalten.
Aus den Sétzen 4.1.2 und 4.1.5 folgt

q—2
Pal”= " x7(k) + (¢ — Dxs.
k=0

Wegen der Definition von pys4 und Bemerkung 4.5.1 gilt 127"= px4TF, also

1 =
X8 = q—il (BX4TP - ZX7(k)> :
k=0
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Dies liefert den Charakter xg in Tabelle A.46. Damit haben wir alle irreduziblen Charak-
tere x von P mit (xlu,,¥2)u, # 0 gefunden.

Als néchstes wollen wir alle irreduziblen Charaktere x von P mit (x |u,,¥s)u, # 0

ausrechnen. Hierzu bestimmen wir zunéchst die irreduziblen Charaktere von I3. Nach
Satz 4.8.1, (c) ist

Iy = (nah(1,—1,1,1), h(t,1,t9,¢7°) |t € F, ¢ttt = 1),
Also ist I3 ein semidirektes Produkt
Iy=Kx N
aus der Untergruppe
K = (ny,h(1,-1,1,1))

der Ordnung 2 und dem zyklischen Normalteiler
N = {h(t,1,t9,4°) |t € F,19" Tt = 1},

Die irreduziblen Charaktere von I3 lassen sich auf analoge Weise wie bei I; bestimmen.

I3 besitzt genau @ + 2 irreduzible Charaktere, ndmlich genau 2 lineare Charaktere

sowie ‘12% irreduzible Charaktere vom Grad 2. Es sei 17, der triviale Charakter von I3

und ey, der nichttriviale lineare Charakter von I3. Aus Satz 4.1.8 folgt nun: P besitzt

genau @ + 2 irreduzible Charaktere x mit (x|vp,%3)u, # 0, ndmlich die 2 irreduziblen
Charaktere

X9 = (1f3b<1/13)TP und
xw0 = (e x ¢3)17

vom Grad 3¢*(¢® + 1)(¢q — 1)? sowie @ irreduzible Charaktere

(v > 31"

vom Grad ¢(¢® + 1)(¢ — 1)?, wobei ¢ ein Vertretersystem derjenigen Bahnen von K auf
Irr(N) durchlauft, die den trivialen Charakter 15 nicht enthalten.

Wir beginnen mit der Bestimmung der Charakterwerte von xg und x19. Aus der Defi-
nition von pxs5(0) und den Sétzen 4.1.2 und 4.1.5 folgt zunéchst einmal

Bx5(0)17= X9 + x10- (4.12)

Die linke Seite konnen wir aus Tabelle A.41 und durch Induzieren von B nach P aus-
rechnen. Nach Definition von ez, nehmen xg = (17, x ¥3)1" und x10 = (7, x ¥3)17 auf
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allen Konjugiertenklassen von P die gleichen Werte an aufler auf den Konjugiertenklassen
vom Typ c3p, ..., c34. Auf diesen Konjugiertenklassen unterscheiden sich die Werte von
X9 und x10 genau im Vorzeichen. Ist x € P in einer Konjugiertenklasse, die nicht vom
Typ c3,; ist, so konnen wir daher xg(z) und xio(z) nach (4.12) durch

xo() = xa0(e) = 5 (X301 (1))

ausrechnen. Wir miissen nun noch die Werte von yg und x1¢ auf den Konjugiertenklassen
der Typen c3j, j = 0,...,4 bestimmen. Fiir j = 0,...,4 sei x; € P in einer Konjugier-
tenklasse vom P vom Typ c3 ; enthalten. Den Charakterwert xo(zo) konnen wir mit Hilfe
der Induktionsformel (4.2) ausrechnen:

ICp(xo)l _ ¢*'(*—D(g-1) 1 4
X9( 0) ‘Ck(%’())‘ 2q4 2(q )(q )
Die noch fehlenden vier Charakterwerte xg(z1), ..., x9(x4) erhalten wir durch Losen des

durch

(xo,x1(0))p = 0,
(X9, x5(0))p = 0,
(X9) X7(0))P =
gegebenen linearen Gleichungssystems und der zusétzlichen Bedingung (xo, [p2]lp)p € Z.

Damit kennen wir alle Charakterwerte von yg. Den irreduziblen Charakter yig kénnen
wir nun mittels (4.12) bestimmen.

Wir berechnen nun noch die irreduziblen Charaktere (¢ x ¥3)1%, wobei 1/ ein Vertreter-
system derjenigen Bahnen von K auf Irr(N) durchléuft, die den trivialen Charakter 1y
nicht enthalten. Es sei S ein solches Vertretersystem. Fiir k = 1,...,¢% + ¢ setzen wir

xu (k) :== pxs(k)17 .
Nach Konstruktion von pxs(k) und Definition der ¢ x 13, 1 € S gilt:

k) [k=1,...,¢ +q} = {(¥ x 3)1" | € S}

Dies liefert die irreduziblen Charaktere x11(k), k = 0,...,¢?> + ¢, k # 0 in Tabelle A.46.
Damit haben wir alle irreduziblen Charaktere x von P mit (x|u,,%3)u, # 0 gefunden.

Als néichstes wollen wir alle irreduziblen Charaktere x von P mit (xlup,¥4)v, # 0

ausrechnen. Hierzu bestimmen wir zunéchst die irreduziblen Charaktere von I4. Nach
Satz 4.8.1, (c) ist I4 ein semidirektes Produkt

I_4:KD<N
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aus der Untergruppe
K := (ny4)

der Ordnung 2 und dem zyklischen Normalteiler
N = {h(t, 1,7t ) |t € F, e 0t = 1}

Die irreduziblen Charaktere von I lassen sich auf analoge Weise wie bei I3 bestimmen.

I, besitzt genau @ + 2 irreduzible Charaktere, ndmlich genau 2 lineare Charaktere
sowie qQqu irreduzible Charaktere vom Grad 2. Es sei 17, der triviale Charakter von I
und e, der nichttriviale lineare Charakter von Iy. Aus Satz 4.1.8 folgt nun: P besitzt
genau @ + 2 irreduzible Charaktere x mit (x|up,%4)u, # 0, ndmlich die 2 irreduziblen
Charaktere

X12 = (1j4 X w4)TP und (4.13)
xis = (ef, x va)1" (4.14)
vom Grad 3¢*(¢® — 1)(¢* — 1) sowie @ irreduzible Charaktere
(% x )"

vom Grad ¢3(¢® — 1)(¢> — 1), wobei 9 ein Vertretersystem derjenigen Bahnen von K auf
Irr(N) durchléuft, die den trivialen Charakter 1y nicht enthalten.

Wir beginnen mit der Konstruktion der irreduziblen Charaktere (¢ x 14)1¥, wobei v
ein Vertretersystem derjenigen Bahnen von K auf Irr(N) durchlduft, die den trivialen
Charakter 1y nicht enthalten. Es sei S ein solches Vertretersystem. Wir benutzen die
Bezeichnungen aus den Tabellen 3.1 und 4.3. Es sei H := NUp. Fiir k =0, ...,¢> — q ist
dann

NUp — C*
(G 1. 5% ~(q—1)i ik
(P61, gg " 0 )u = @i a(u)

ein irreduzibler Charakter von NUp. Wir setzen fiir k =0,...,¢*> — ¢

Yy :

xia(k) = 0417 (4.15)
Nach Konstruktion von x14(k) und Definition von xi2, x13 und ¥ x 4 fiir ¢ € S gilt:
k) [k=1,....¢* —q} = {(¥ x va)1” |4 € S}

sowie
x14(0) = x12 + Xx13- (4.16)
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Wir wollen nun die Charakterwerte von y14(k) fiir & = 0,...,¢*> — ¢ ausrechnen. Nach
Konstruktion hat x14(k) den Grad ¢(¢® — 1)(¢? — 1). Wegen
Xgaryas € ker(xa(k)) (4.17)

hat x14(k) auf den unipotenten Konjugiertenklassen von P der Typen cj o und ci; den
Wert ¢3(¢3 — 1)(¢? — 1). Die Werte von x14(k) auf den Konjugiertenklassen von P der
Typen c1,2, ¢1,3, ¢1,5 und c1,7 bezeichnen wir mit x2, 3, x5 bzw. x7. Aus der Definition
der x14(k) folgt, dass diese x; nicht von k abhiingen. Aus der Induktionsformel (4.2)
folgt ferner, dass die x14(k) auf den Konjugiertenklassen von P vom Typ cig0(7) die
Werte (¢> — 1)(¢¥ + 5 '*) annehmen. Wegen (4.17) nehmen die x14(k) dann auch auf
den Konjugiertenklassen von P vom Typ c¢191(i) die Werte (¢> — 1)(¢i + g ) an. Die
Induktionsformel (4.2) liefert weiter, dass die x14(k) auf den Konjugiertenklassen von P
vom Typ c10,2(7) die Werte z10 (¢l + g ik ) mit einem von 7 und k& unabhéngigen xo haben.
Alle anderen Konjugiertenklassen von P sind disjunkt zu H, so dass x14(k) auf ihnen den
Wert 0 besitzt. Die Bedingungen

(x1a(k), x1(0)) = 0,
(x1a(k), x2(0)) = 0,
(x1a(k), x5(0)) = 0,
(x1a(k), x7(0)) = 0,

(x14(k),x9) = 0

liefern dann ein lineares Gleichungssystem in xo, z3, x5, 7 und x19. Losen dieses Systems
ergibt dann:

v = —¢’(¢° 1),
x3 = —q°(¢—1),
Ty = 0,
xr = 2¢°,
19 = -—1L.
Damit kennen wir alle Charakterwerte von yi14(k), k = 0,...,¢> — ¢q. Dies liefert die

irreduziblen Charaktere x14(k), K =0,...,¢> —q, k # 0 in Tabelle A.46.

Bei der Berechnung von xi12 und xi3 stiitzen wir uns auf (4.16). Die linke Seite von
(4.16) haben wir soeben berechnet. Nach Definition von e, nehmen y12 = (17, xtb4)7% und
x13 = (e, X 14)TF auf allen Konjugiertenklassen von P die gleichen Werte an aufer auf den
Konjugiertenklassen vom Typ c30, ..., c34. Auf diesen Konjugiertenklassen unterscheiden
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sich die Werte von y12 und y13 genau im Vorzeichen. Ist z € P in einer Konjugiertenklasse,
die nicht vom Typ cs; ist, so kénnen wir daher xi2(z) und x13(z) nach (4.16) durch

1
x12(z) = x13(x) = §X14(0)
ausrechnen. Wir miissen nun noch die Werte von x12 und x13 auf den Konjugiertenklassen
der Typen c3, j =0, ...,4 bestimmen. Fiir j = 0,....4 sei z; € P in einer Konjugierten-
klasse vom P vom Typ c3; enthalten. Den Charakterwert xi2(xo) kénnen wir mit Hilfe
der Induktionsformel (4.2) ausrechnen:

ICp(zo)]  ¢*(—-D(g—=1) 1, 4
- - = (P -1)(g—1).
X12(20) Cr (o) 2" 5@ —1(g-1)
Die vier noch fehlenden Charakterwerte x12(x1), ..., x12(x4) ergeben sich durch Lésen
des linearen Gleichungssystems:

(x12,x1(0))p =

(x12, x5(0)

(x12,x7(0))p =
(x12:X9)p =

|
o o o o

)
)p =
)
)

Somit kennen wir alle Charakterwerte von yi12. Den irreduziblen Charakter yi3 konnen
wir nun mittels (4.16) bestimmen. Damit haben wir alle irreduziblen Charaktere y von P

mit (x|up,¥4)u, # 0 ausgerechnet.

Wir beginnen nun mit der Konstruktion der irreduziblen Charaktere v von P mit
(Xlup, ¥s5)up, # 0. Man stellt zunéchst einmal fest:

([edlp,[ellp)p = 3,
(leillp, x1(0)p = 1,
(leallp, x5(0)p = 1.

Also ist
x15 = [e1]lp —x1(0) — x5(0)
ein irreduzibler Charakter von P. An den Charakterwerten von x5 erkennt man

X3a+428 € ker(x1s).

Somit gilt (x15)lvp, ¢¥s5)up # 0. Aus dem Charaktergrad folgt weiter die schon auf Seite 119
gemachte Anmerkung, dass 15 auf I5 fortsetzt.
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Als néachstes betrachten wir die Charaktere
x21(k) == Bxe(k)17 .

fir k =0,...,¢% — 2. Wegen (x21(k), x21(k))p = 1 sind diese Charaktere fiir k # 0, q32_1

irreduzibel. Dies liefert die irreduziblen Charaktere xo1(k) in Tabelle A.46. Fiir & = 0 gilt

(x21(0),x21(0))p = 2,
(x21(0), x15) p L,

Also ist
x16 := Xx21(0) — x15

ein irreduzibler Charakter von P. An den Charakterwerten von x1g erkennt man

X3at28 € ker(x1s)-

Somit gilt (x16lvp,¥s)u, # 0.
Wir setzen fiir k =0, ... ,q3
x22(k) :== xa(k) - x15-

Fir k # 0, ‘132—+1 ist x22(k) ein Charakter von P und wegen (x22(k), x22(k))p = 1 irreduzi-
bel. An den Charakterwerten von y22(k) erkennt man

X3at28 € ker(x22(k))

firk=0,...,¢° k#0, qLSTH. Somit gilt (x22lup,¥s)up # 0.

Um weitere irreduzible Charaktere von P zu konstruieren, stellt man zunéchst fest, dass
3 _
(Da[1]lp, x21(k)) =1

ist fiir alle durch ¢> 4+ g + 1 teilbaren k € {0,...,¢> — 2}, k # 0, -1 g gilt ferner
2

(3D4[1]lp, X15) = 1,
CDallllp,xa7) = 1.
Wir setzen
3 /
xiri="Da[lllp —x10—x15— Y X2 (k). (4.18)
k
a*+q+1lk

Hierbei bedeutet >_'..., dass wir nur iiber die verschiedenen Charaktere x21(k) mit ¢ +
g+ 1 teilt k, k # 0, q?)% summieren. Die rechte Seite von (4.18) koénnen wir ausrechnen.
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Man erhélt (x17, x17)p = 1. Also haben wir mit x17 einen weiteren irreduziblen Charakter
von P gefunden. Als néchstes rechnet man

3 3
q°—1 q°—1 B
(X21< 5 ),X21< 5 >> = 2 und
¢’ —1

X21 5 xir) = 1

¢’ —1
X18 ‘= X21 5 — X17

ein weiterer irreduzibler Charakter von P. An den Charakterwerten von xi7 und xis
erkennt man

nach. Also ist

X3a+28 € ker(x17), ker(x1s).
Somit gilt (xilup,¥s)up # 0 fiir ¢ = 17,18, Ferner hat man

(*Dal[-1lp,xa3) = 1,
(CD4[-1]lp, x22(k)) = 1
fiir alle durch ¢> — ¢ + 1 teilbaren k € {0,...,¢%} — {0, ‘ISTH} Wir setzen
Xi9 = 2Dal~1lp —x13— > xez(k). (4.19)
q2—§+1\k
Hierbei bedeutet >.'..., dass wir nur iiber die verschiedenen Charakteren Ya2o(k) mit

¢ —q+1teilt k, k # 0, quH summieren. Die rechte Seite von (4.19) kénnen wir ausrechnen.
Man erhélt (x19, x19)p = 1. Also haben wir mit x19 einen weiteren irreduziblen Charakter
von P gefunden. Auf analoge Weise konstruiert man den Charakter

x20 := [p2]lp —1p — x2(0) — x5(0) — x7(0) — Xx12 — X16 — Z/ x22(k).
q2*§+1\k

Die Irreduzibilitdt von ygo folgt aus (x20,x20)p = 1. Damit haben wir alle irreduziblen
Charaktere von P bestimmt und Satz 4.10.1 vollstéindig bewiesen.

In den néchsten Kapiteln werden fiir uns die Einschrinkungen der unipotenten Charak-
tere von G' = 3Dy(q) auf P von Interesse sein. Fiir jeden unipotenten Charakter ¢ von G
sind in Tabelle A.48 im Anhang die Koeffizienten c, in der Zerlegung

Y] p= Z Cx X
XEIrr(P)

aufgefiihrt.
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4.11 Irreduzible Charaktere von ()

In diesem Abschnitt bestimmen wir alle irreduziblen Charaktere der maximalen paraboli-
schen Untergruppe @, die das Zentrum Z(Ug) = X30+3X3a+23 des unipotenten Radikals
von @ im Kern enthalten. Eine Begriindung dafiir, dass wir nicht alle irreduziblen Cha-
raktere von () berechnen, geben wir in Bemerkung 4.11.2 am Ende dieses Abschnitts.

Wir behalten die Bezeichnungen aus Abschnitt 4.9 bei. Insbesondere setzen wir weiter-
hin voraus, dass ¢ ungerade ist. Es sei ¢ ein irreduzibler Charakter der additiven Gruppe
von Fgs, der nichttrivial auf I, einschrénkt. Wir wihlen die irreduziblen Charaktere )y,

.., ¥z von Ug wie in Satz 4.9.1. Die zugehorigen Trégheits— und Trigheitsfaktorguppen
bezeichnen wir wie in Abschnitt 4.9 mit Iy, ..., I3 bzw. I, ..., I3. Dann gilt:

4.11.1 Satz

Die maximale parabolische Untergruppe Q besitzt genau ¢* + ¢> + q + 4 irreduzible Cha-
raktere, die X3,43X30+23 im Kern enthalten. Diese Charaktere von () sind durch die
Tabellen A.53 und A.54 im Anhang gegeben.

Beweis:

Die Konstruktion der irreduziblen Charaktere in Tabelle A.54 verlduft in weiten Teilen
analog zur Bestimmung der Charaktertafel von P. Wir geben daher hier fiir jeden irre-
duziblen Charakter in Tabelle A.54 nur eine kurze Beschreibung der Konstruktion dieses
Charakters an ohne die Details der Rechnungen auszufiihren.

Wir wahlen die Elemente 7 € qug, und 7 € IF; wie in Abschnitt 4.5. Man beachte, dass
der Normalteiler Xoq43X30+3X30+238 von  im Kern von )y, ..., ¥ enthalten ist und dass
die Faktorgruppe Ug/X2qa+8X3a+3X3a+23 abelsch ist. Wir kénnen daher zur Konstruktion
aller irreduziblen Charaktere von @, die g, %1 oder 1y iiberlagern, Satz 4.1.8 benutzen.

Die irreduziblen Charaktere x1(k), x2(k), x3(k,1) und x4(k) aus Tabelle A.54 erhélt man
durch Inflation der irreduziblen Charaktere ,x, (), £oX,(k), Lo X4 (K, 1) bzw. 1, x, (k) von
Lg nach Q. Damit haben wir alle irreduziblen Charaktere x von @ mit (xlu,,%0)u, 7# 0
konstruiert.

Wir konstruieren nun die irreduziblen Charaktere x von @ mit (xluv,,%1)v, # 0. Nach
Satz 4.9.1, (c) ist

I = {h(t, 19,17 )zz(s) [t € F, 19 = 1,5 € F,}.
Also ist I ein semidirektes Produkt
fl =K x Xﬁ

mit K := {h(t,t%,t9,t) |t € F, 17! = 1}. Aus Satz 4.1.8 folgt, dass I; genau ¢ ver-
schiedene irreduzible Charaktere besitzt: ¢ — 1 lineare Charaktere sowie einen irreduziblen
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Charakter vom Grad ¢ — 1. Aus Satz 4.1.8 folgt daher weiter: () besitzt genau ¢ irreduzible
Charaktere x mit (xlug,¥1)u, # 0, ndmlich die ¢ —1 irreduziblen Charaktere (1 x Y119,
wobei 1) die ¢g—1 linearen Charaktere von I; durchléuft, sowie einen irreduziblen Charakter
(¢ x 1/11)TQ, wobei 1 der nichtlineare irreduzible Charakter von I; ist. Diese g irreduziblen
Charaktere von () kann man wie folgt berechnen: Fiir K =0,...,q — 2 ist

or I, 7)o (d1)w5(d2)Tarp(ds)w20+(ds) T30+ (d5)T30125(ds) — (1Fé(da)

ein linearer Charakter von ;. Wir setzen

x5(k) == pr19= (o1 B)19

fuir k=0,...,q — 2. Wir definieren ferner:

X6 = X219 .

Dann sind xs5(k), £ = 0,...,¢ — 2 und xg genau die irreduziblen Charaktere von @,
die ¢y iiberlagern. Da wir die Fusionen der Konjugiertenklassen von B nach @ und die
zugehorigen Zentralisatorordnungen kennen (vergleiche Tabellen A.11, A.26 und A.31),
konnen wir die von B nach ) induzierten Charaktere ausrechnen. Damit haben wir also
alle irreduziblen Charaktere von () berechnet, die 1 iiberlagern.

Wegen I = {1} gibt es genau einen irreduziblen Charakter y7 von @, der vy iiberla-
gert. Der Charakter x7 ensteht durch Induktion eines linearen Charakters von Ug (den wir
allerdings nicht kennen). Also verschwindet x7 auf allen nicht—unipotenten Konjugierten-
klassen von ) und auf den unipotenten Klassen c1 2, c1.5, ¢1,6, €1,7, €1,9, C1,10, C1,12, C1,14, die
nicht im unipotenten Radikal Ug enthalten sind. Wegen Xoq43X3045X3qa+28 C ker(x7)
nimmt x7 auf den unipotenten Klassen ¢, c1,1, c1,3 den Wert g(¢> — 1)(¢®> — 1) an.
Die einzigen Charakterwerte von y7, die wir noch nicht kennen, sind also die Werte auf
den Klassen c14, c18, c1,11 und cj,13. Wegen des Kerns von x7, nimmt x7 auf den Klas-
sen ci4, c1,8 und c1 11 den gleichen Wert an, den wir mit x bezeichnen wollen. Es sei y,
der Wert von x7 auf der Klasse c; 13. Dann ergeben sich  und y aus den Bedingungen
(x1(0), x7)g = (x5(0), x7)g = 0. Damit haben wir alle Charakterwerte von x7 bestimmt
und kennen somit alle irreduziblen Charaktere von @), die 1o {iberlagern.

Wir miissen also nur noch die irreduziblen Charaktere von @ bestimmen, die 13 iiber-
lagern. Fiir k =0,...,q — 2 werden durch

or b’ 1) 25(d)Tats(do) T2045(d3) 3045(da) T3at2s(ds) — (P e(do)

lineare Charaktere von {h(t,t,t,t) [t € F, 197! = 1} X5 X1 5 X20+58X30+5X3a+25 definiert.
Dann ist

x14(k) = 019 (4.20)
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firk=0,...,q—2,k #0, % ein irreduzibler Charakter von (), wie man durch Berechnen

der Norm bestétigt. Dies liefert % verschiedene irreduzible Charaktere von ). An Hand
der Charakterwerte von x14(k) sieht man, dass x14(k) den Normalteiler X3, 3X34-+25 im
Kern enthélt. Also sind die % verschiedenen irreduziblen Charaktere yi4(k) irreduzible
Charaktere von @, die 3 iiberlagern.

Als néchstes iiberlegen wir uns, dass 3 auf seine Tragheitsgruppe I3 fortsetzt. Durch

¢ 1 2g(d1)Ta+5(d2)T20+5(d3)T30+5(ds)T30+25(d5) — H(d3)

wird ein linearer Charakter von XgX,43X2013X30+3X30+23 definiert. Durch Nachrech-
nen sieht man, dass ¢V eine Fortsetzung von 13 auf U ist. Aus Corollary (8.16) und Co-
rollary (11.31) in Isaacs [30] folgt nun die Fortsetzbarkeit von 13 auf I3. Geméfl Satz 4.1.2
und Satz 4.1.5 gibt es also eine Bijektion zwischen den irreduziblen Charakteren der
Trigheitsfaktorgruppe I3 und den irreduziblen Charakteren von Q, die 3 iiberlagern.
Die Charaktertafel von I3 ist die gleiche wie die Charaktertafel von SLs(q) und lisst
sich wie in Schur [37], Seite 127ff, berechnen. Damit erhalten wir bereits eine Klassifika-
tion der irreduziblen Charaktere von @, die 13 iiberlagern: ein irreduzibler Charakter xg
vom Grad ¢3(¢3 — 1), ein irreduzibler Charakter xg vom Grad ¢*(¢* — 1), zwei irreduzi-
ble Charaktere x19 bzw. x11 vom Grad %q‘g(q3 —1)(¢ + 1), zwei irreduzible Charaktere
X12 bzw. x13 vom Grad %q?’(q?’ —1)(q — 1), ferner % irreduzible Charaktere y14(k) vom
Grad ¢*(¢® —1)(¢+1) und %5* irreduzible Charaktere x15(k) vom Grad ¢*(¢® — 1)(¢ —1).
Die irreduziblen Charaktere x14 haben wir bereits oben in (4.20) explizit berechnet. Die
Charaktere x14(0) und X14(%) haben die Norm 2. Mit Hilfe von Satz 4.1.2, Satz 4.1.5,
unserer Kenntnis der Charaktertafel von I3, den Orthogonalititsrelationen der Charak-
tertafel von @) sowie den Bedingungen:

x14(0) = x10+ X115

qg—1
X14 N = X8+ Xo,

lassen sich dann s, X9, X10 und x11 explizit ausrechnen. Die irreduziblen Charaktere
X15(k) ergeben sich dann durch

x15(k) = xa(k) - xs

fir k =0,...,q, k # 0, %. Damit haben wir nun alle irreduziblen Charaktere von @,
die X3043X3q4+423 im Kern enthalten, bis auf zwei explizit bestimmt. Die beiden noch feh-
lenden irreduziblen Charaktere 12 und xi13 sind Konstituenten des Norm—2—Charakters

X15 (%) Fassen wir die Charaktere von @, die X3,43X3,423 im Kern enthalten, als

Charaktere der Faktorgruppe Q := Q/ X30+3X30+23 auf, so ergeben sich die noch fehlen-
den beiden Charaktere 12 und x13 mit Hilfe von Satz 4.1.2, Satz 4.1.5, unserer Kenntnis
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der Charaktertafel von I3 und der Bedingung

q+1
X15 | —— | = Xx12 + Xx13

2
aus den Zeilen— und Spaltenorthogonalitéitsrelationen der Charaktertafel von Q. Damit
haben wir auch alle irreduziblen Charaktere von @) bestimmt, die 3 {iberlagern. Insgesamt
haben wir nun also alle irreduziblen Charaktere von @ gefunden, die X3,43X34+4235 im Kern
enthalten. ]

4.11.2 Bemerkung

Wir haben nun alle irreduziblen Charaktere von @) bestimmt, aufler denjenigen, die nicht-
trivial auf Z(Uq) einschrénken. Die Bestimmung dieser Charaktere scheint deutlich schwie-
riger zu sein und ist bislang nicht gelungen. Dies hat mehrere Griinde. Zum einen haben
wir bei der Konstruktion der Charaktertafel von P den wichtigsten irreduziblen Charak-
ter von P, der nichttrivial auf Z(Up) einschrankt, ndmlich den zum trivialen Charakter
von I5 korrespondierenden irreduziblen Charakter x5, durch Zerlegung der Einschréinkun-
gen der unipotenten Charaktere von G' = 3Dy(q) gewonnen (vergleiche die Konstruktion
von xi5 in Abschnitt 4.10). Dies ist bei @ nicht moglich. Zum anderen sind nicht alle
irreduziblen Charaktere des unipotenten Radikals Ug explizit bekannt, die nichttrivial
auf Z(Ug) einschrénken (vergleiche Bemerkung 4.7.1). Man kann zeigen, dass die Anzahl
dieser irreduziblen Charaktere von Ug gleich ¢*(¢*> — 1) ist. Hieraus folgt insbesondere,
dass die Operation des Levi-Komplements auf diesen irreduziblen Charakteren von Ug,
die nichttrivial auf Z(Ug) einschréanken, in mehr als eine Bahn zerfillt. Damit liegen die
Verhiltnisse deutlich anders als bei P. Hinzu kommt, dass man beweisen kann, dass die
irreduziblen Charaktere von Ug, die nichttrivial auf Z(Ug) einschrénken, alle den gleichen
Grad haben. Die explizite Bestimmung eines Vertretersystems fiir die Bahnen des Levi-
Komplements Lg auf den irreduziblen Charakteren von Ug, die nichttrivial auf Z(Ug)
einschréanken, diirfte daher schwierig sein.

4.12 Charaktere eines Zentralisators

Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2 bei. Insbesondere sei G = 3Dy (q), wobei wir
die Voraussetzung beibehalten, dass g ungerade ist. Wie schon in Abschnitt 3.7 betrachten
wir die zyklische Untergruppe D von P, die von einem Element h := h(t, 1,tq,tq2) mit
teF, et =1 ¢ # 1 erzeugt wird. In diesem Abschnitt berechnen wir drei Charaktere
des Zentralisators Cp(D): zwei irreduzible Charaktere op(D)X; und op(p)X, sowie den

Permutationscharakter 17x,,, , 1C€P(D) Wir werden in Kapitel 6 auf diese Charaktere
zuriickgreifen.
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Die beiden irreduziblen Charaktere definieren wir wie folgt: Es sei ¢ : F, — C* ein
beliebiger nichttrivialer linearer Charakter der additiven Gruppe von F,. Mit T" bezeichnen

wir wieder den maximalen Torus T' = {h(ty, t22) |ti,t2 € F, t‘f*l = t77! = 1}, wobei wir
wieder die Abkiirzung h(t1,t2) := h(t1,te,t,t{ ) benutzen.

Cp(D)X1*
Es ist Cp(Xsa428) = {h(t,1) |t € IF;g}. Daher ist

@ h(t, 1) 2304 5(d1)T30+25(d2) — ¢(d2)

ein linearer Charakter von H := Cr(X34+428) X30+8X3a+23. Wir definieren
cp)X, = @1 PP

Cp(D)Xg

Bs ist Or(X5) = {h(t%,17°74%) |t € F)%}. Daher ist

@ h(E2 TN 2 5(d) ) 2304 5(d2)T30125(ds) — ¢(dh)

ein Charakter von H := Cr(Xg) X3 X304 5X30+28. Wir setzen Cp(D)Xy = o1 CPD),

Die Werte der drei Charaktere cp,(p)X,: cp(p)X, und 1rx,, 4 16P(D) yon Cp(D) sind
in Tabelle A.49 aufgefiihrt. Die Berechnung dieser Charakterwerte verlauft analog zur Be-
rechnung der Charaktere der Boreluntergruppe B in Abschnitt 4.5. Da diese Rechnungen
sogar deutlich einfacher als die in Abschnitt 4.5 sind, verzichten wir hier auf die Details
der einzelnen Rechenschritte. Durch Ausrechnen von Skalarprodukten mit Hilfe der Ta-
belle A.49 weist man auch die Irreduzibilitét von ¢, (pyx, und ¢, (p)X, nach und erhélt

2
aulerdem:

175,517 =10,p) + Cp(D)Xq T Cp(D)Xy- (4.21)



Kapitel 5

Modulare Darstellungstheorie
parabolischer Untergruppen

Waéhrend in den letzten Kapiteln die gewohnliche Darstellungstheorie verschiedener pa-
rabolischer Untergruppen von G' = 3Dy4(q) im Mittelpunkt stand, soll in den nichsten
beiden Kapiteln die modulare Darstellungstheorie einiger parabolischer Untergruppen un-
tersucht werden. Wir beschiftigen uns hierbei mit der /—-modularen Darstellungstheorie
(¢ Primzahl) in nichtdefinierender Charakteristik, d.h. wir verlangen, dass ¢ und ¢ teiler-
fremd sind. Hauptziel der néchsten beiden Kapitel sind Beweise neuer Aussagen iiber die
Zerlegungszahlen von 2Dy(q).

Auch in diesem Kapitel setzen wir die Primzahlpotenz ¢ als ungerade voraus. Die
/~modularen Zerlegungszahlen von 3D, (g) hingen von der multiplikativen Ordnung von
q modulo £ ab, die wir hier mit e bezeichnen wollen. Teilt ¢ die Gruppenordnung |>D4(q)|
nicht, so liefert die /~-modulare Darstellungstheorie von 3Dy(q) ,,im Wesentlichen® die glei-
chen Ergebnisse wie die gewohnliche Darstellungstheorie. Wir gehen daher davon aus, dass
¢ ein Teiler der Gruppenordnung

PD4(q)l = ¢ (@®+ "+ 1)(° = 1)(* = 1) = ¢" b12 ¢ 3 5 &7

ist, wobei ¢; das i—te Kreisteilungspolynom in der Variablen g bezeichne. Somit ist die
multiplikative Ordnung e von ¢ modulo ¢ gleich 12, 6, 3, 2 oder 1. Fiir e = 12 sind
samtliche Zerlegungszahlen seit Geck [19] bekannt.

In den anderen Fillen sind noch einige Zerlegungszahlen von 2Dy(q) unbekannt. Wir
werden in Kapitel 6 neue Ergebnisse iiber die Zerlegungszahlen von 3Dy(q) in den beiden
Féllen e = 6 und e = 3 beweisen. Bei den Beweisen werden wir uns in entscheidender Weise
auf Kenntnisse iiber die f—modulare Darstellungstheorie der maximalen parabolischen Un-
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tergruppe P stiitzen. Diese Informationen iiber die /—modulare Darstellungstheorie von P
sollen in diesem Kapitel bereitgestellt werden.

Im Einzelnen werden wir im Fall e = 3 einen /—Block von P bestimmen, d.h. wir geben
die irreduziblen Charaktere von P an, die in diesem Block liegen, und bestimmen den
Brauerbaum, die Zerlegungsmatrix sowie die Loewy—Struktur der unzerlegbaren Moduln
dieses Blocks. Dariiber hinaus bestimmen wir auch den Hauptblock der anderen maximalen
parabolischen Untergruppe ). Wesentliche Hilfsmittel, die wir dabei benutzen, sind die
Clifford-Theorie fiir Blocke, Fong—Reduktion und die Brauer-Dade—Theorie fiir Blocke mit
zyklischem Defekt.



Hilfsmittel aus der modularen Darstellungstheorie 137

5.1 Hilfsmittel aus der modularen Darstellungstheorie

In diesem Abschnitt stellen wir einige Hilfsmittel aus der modularen Darstellungstheorie
zusammen, die wir im weiteren Verlauf der Arbeit bendtigen werden. Wir weichen in
diesem Abschnitt ausnahmsweise von der in den anderen Abschnitten benutzten Notation
ab. In diesem Abschnitt ist G stets eine beliebige endliche Gruppe. (Erst im néchsten
Abschnitt 5.2 werden wir zu unserer iiblichen Notation zuriickkehren. Dort bezeichnet G
dann wieder die Steinbergschen Trialitétsgruppen.)

Im ganzen Abschnitt 5.1 sei also G eine beliebige endliche Gruppe, ¢ eine Primzahl und
(K, R, k) ein f~modulares Zerfiallungssystem fiir alle Untergruppen von G. Es sei ferner 7
ein Erzeuger des maximalen Ideals von R. Wenn wir von Blocken, Brauer—Charakteren,
projektiven Charakteren oder Zerlegungsmatrizen reden, so beziehen wir dies stets auf
dieses f—modulare System. Die Menge der irreduziblen gew6hnlichen Charaktere in einem
Block B bezeichnen wir mit Irr(B). Unter einer '~Untergruppe von G verstehen wir eine
Untergruppe von G, deren Ordnung nicht von ¢ geteilt wird.

Wir stellen zunéchst einige Begriffe und Lemmata aus der Clifford—Theorie fiir Blocke
bereit.

5.1.1 Definition
Es sei H ein Normalteiler von G, ferner seien b ein Block von H und B ein Block von G.

(a) Wir sagen B iiberlagert b, falls ein irreduzibler gewohnlicher Charakter x in B exi-
stiert, dessen Einschrinkung auf H einen irreduziblen gewdhnlichen Konstituenten
X' in b besitzt.

(b) G operiert auf den Blocken b von H per Konjugation: Fiir g € G definieren wir 9b
durch Irr(9b) := {9x | x € Irr(b)} (vergleiche Feit [16], Seite 195). Die Untergruppe
I(b) :=={g € G|9b = b} heifit die Trégheitsgruppe von b.

5.1.2 Lemma
Es sei H ein Normalteiler von G, ferner seien b ein Block von H und B ein Block von G.
Dann gilt:

(a) Es gibt einen Block von G, der b iiberlagert.

(b) Wird b von B iiberlagert, so besitzt jeder irreduzible gewéhnliche Charakter x in B
bei Einschrinkung auf H einen Konstituenten in b.

(c) Die Blocke von H, die von B iiberlagert werden, bilden eine Bahn unter Konjugation

in G.
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Beweis: Dies folgt aus Lemma 4.2.7 und Lemma 4.2.8 in Hiss und Lux [25]. [

Wir wollen nun noch den Spezialfall betrachten, dass H ein ¢~Normalteiler von G ist.
In dieser Situation enthilt jeder /~Block von H genau einen gewohnlichen irreduziblen
Charakter. Wir wollen Definition 5.1.1 und Lemma 5.1.2 noch an diesen Spezialfall anpas-
sen.

5.1.3 Definition
Es sei H ein ¢/~Normalteiler von G. Es seien ferner ¢ € Irr(H) und B ein Block von G.
Wir sagen B iiberlagert 1, falls ein irreduzibler gewohnlicher Charakter x € Irr(B) mit

(xlm,¥) g # 0 existiert.

5.1.4 Lemma
Es sei H ein f'~Normalteiler von G, ferner seien 1) ein irreduzibler gewéhnlicher Charakter
von H und B ein Block von G. Dann gilt:

(a) Es gibt einen Block von G, der v iiberlagert.

(b) Wird ¢ von B iiberlagert, so gilt (x| m, %) # 0 fiir jeden irreduziblen gewéhnlichen
Charakter x in B.

(c) Die irreduziblen gewéhnlichen Charaktere von H, die von B iiberlagert werden,
bilden eine Bahn unter Konjugation in G.

Beweis: Dies folgt aus Definition 5.1.3 und Lemma 5.1.2. |

Die folgenden drei Sitze werden manchmal auch als Fong-Reduktion bezeichnet. Satz 5.1.5
zeigt, dass man die Blécke von G bestimmen kann, sobald man gewisse Blocke der Tragheits-
gruppen von Blécken eines Normalteilers H kennt.

5.1.5 Satz
Es sei H ein Normalteiler von G und b ein Block von H. Die Brauer—Korrespondenz

B +— B definiert eine Bijektion zwischen den Blécken B von I(b), die b iiberlagern, und
den Blécken von G, die b iiberlagern. Ist B ein Block von I(b), der b iiberlagert, so gilt:

(a) Die Induktion von Charakteren x +— x1¢ definiert eine Bijektion zwischen den ir-
reduziblen gewdéhnlichen Charakteren in B und den irreduziblen gewéhnlichen Cha-
rakteren in B%.

(b) Die Induktion ¢ +— ©1C definiert eine Bijektion zwischen den irreduziblen Brauer—
Charakteren in B und BS.

(¢) B und BE haben die gleiche Zerlegungsmatrix (beziiglich der durch (a) und (b)
gegebenen Korrespondenzen).
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(d) B und BS besitzen eine gemeinsame Defektgruppe.

(e) b ist der einzige Block von H, der von B iiberlagert wird.

Beweis: Siehe Hiss und Lux [25], Theorem 4.2.10. [ |

Wir wollen auch Satz 5.1.5 noch einmal gesondert fiir den Spezialfall formulieren, dass H
ein ¢'~Normalteiler von G ist. Der folgende Satz ist eine Umformulierung von Theorem (2B)
in Fong [17].

5.1.6 Satz

Es sei H ein {'~Normalteiler von G und 1) ein irreduzibler gewéhnlicher Charakter von H.
Es bezeichne 1(1)) die Trégheitsgruppe von 1 in G. Die Brauer—Korrespondenz B B¢
definiert eine Bijektion zwischen den Blicken B von I (v), die v iiberlagern, und den
Blécken von G, die 1 iiberlagern. Ist B ein Block von I (b), der v iiberlagert, so gilt:

(a) Die Induktion von Charakteren y +— XTCi definiert eine Bijektion zwischen den ir-
reduziblen gewéhnlichen Charakteren in B und den irreduziblen gewohnlichen Cha-
rakteren in BS.

(b) Die Induktion ¢ — o1 definiert eine Bijektion zwischen den irreduziblen Brauer—
Charakteren in B und BS.

(¢c) B und BS haben die gleiche Zerlegungsmatrix (beziiglich der durch (a) und (b)
gegebenen Korrespondenzen).

(d) B und B€ besitzen eine gemeinsame Defektgruppe.

(e) ¢ ist der einzige irreduzible gewéhnliche Charakter von H, der von B iiberlagert
wird.

Beweis: Dies folgt aus Satz 5.1.5, wenn man beachtet, dass jeder Block von H genau
einen irreduziblen gewohnlichen Charakter enthélt und somit die Trégheitsgruppe dieses
Blockes mit der Tragheitsgruppe dieses Charakters {ibereinstimmt. |

Es seien H ein ¢~Normalteiler von G und {4, ...,%¢x} ein Vertretersystem fiir die
G-Konjugiertenklassen der irreduziblen gewohnlichen Charaktere von H. Mit I; sei die
Trégheitsgruppe von ; in G bezeichnet (j =0, ..., k). Nach Satz 4.1.3 und Lemma 5.1.4
bilden dann die Mengen

Bj = {x € Irr(G) | x tiberlagert ;}, (5.1)

j = 0,...,k eine Partition von Irr(G), und jedes Bj ist eine Vereinigung von Blocken.
Satz 5.1.6 fithrt nun die Bestimmung der Blocke in B; mitsamt ihren Defektgruppen und



140 Modulare Darstellungstheorie parabolischer Untergruppen

Zerlegungsmatrizen auf die Bestimmung der Blocke (mit Defektgruppen und Zerlegungs-
matrizen) von I; zuriick, die ¢; iiberlagern. Die Bestimmung der Blocke von I, die 1;
iiberlagern, wird — unter Zusatzvoraussetzungen — durch den folgenden Satz erméglicht.
Zur Definition von x x 1 vergleiche man Abschnitt 4.1.

5.1.7 Satz

Es sei die Gruppe G ein semidirektes Produkt G = K x H aus einer Untergruppe K
und einem ¢'~Normalteiler H. Es sei ferner v ein irreduzibler gewdhnlicher Charakter
von G, dessen Einschrénkung auf H (die wir ebenfalls mit ¢ bezeichnen) irreduzibel ist.
Jedem Block B von K ordnen wir einen Block B von G folgendermafien zu: Wir wéhlen

X € Irr(B) und definieren B als den Block von G, der x x 1 enthélt. Dann wird 1 von B
iiberlagert, und B héngt nicht von der Wahl von x € Irr(B) ab. Die somit wohldefinierte
Abbildung B — B von der Menge der Blécke von K in die Menge der Blocke von G, die
Wy tiberdecken, ist eine Bijektion. Ist B ein Block von K und B der zugehorige Block

von G, so gilt:

(a) Die Abbildung x +— x X 1 definiert eine Bijektion zwischen den irreduziblen gewéhn-
lichen Charakteren von B und den irreduziblen gewohnlichen Charakteren von B.

(b) Es gibt eine Bijektion zwischen den irreduziblen Brauer—Charakteren in B und B.

(c) B und B haben die gleiche Zerlegungsmatrix (beziiglich der durch (a) und (b) gege-
benen Korrespondenzen).

(d) B und B besitzen eine gemeinsame Defektgruppe.

(e) v ist der einzige irreduzible gewohnliche Charakter von H, der von B iiberlagert
wird.

Beweis: Dies folgt aus dem Beweis von Theorem (2D) in Fong [17]. [

Jede der vor Satz 5.1.7 erwdhnten Trégheitsgruppen I; enthélt offensichtlich den Nor-
malteiler H. Besitzt H in I ein Komplement und lésst sich ¢; auf I; fortsetzen, so konnen
wir Satz 5.1.7 auf I; und v; anwenden. Satz 5.1.7 fiihrt dann die Bestimmung der Blécke
von [}, die v; iberlagern, mitsamt Zerlegungsmatrizen und Defektgruppen auf die Bestim-
mung der Blocke (mit Zerlegungsmatrizen und Defektgruppen) der Trigheitsfaktorgruppe
I; = I;/H zuriick.

Das néchste Lemma ist ein Standardkriterium zur Bestimmung von Blécken:
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5.1.8 Lemma
Zwei irreduzible gewohnliche Charaktere x,x € Irr(G) liegen genau dann im gleichen
{—Block von G, wenn

99158 = 161248 moduto (0

im Ring der ganzen algebraischen Zahlen fiir alle '~Elemente g von G gilt.

Beweis: Siche Goldschmidt [22], (7.10). [ |

Uber den Hauptblock einer endlichen Gruppe halten wir noch Folgendes fest:

5.1.9 Lemma
G besitzt ein normales {—Komplement genau dann, wenn der triviale Charakter der einzige
irreduzible Brauer—Charakter im Hauptblock ist.

Beweis: Siche Feit [16], Lemma IV.4.12, (iv). [ |

Als néchstes geben wir noch zwei Resultate aus der Brauer—-Dade—Theorie fiir Blocke mit
zyklischem Defekt an, die fiir uns in den folgenden Abschnitten von Nutzen sein werden.

5.1.10 Satz

Es sei B ein Block von G mit zyklischer Defektgruppe D der Ordnung (. Es seien
®1,..., ¢ die irreduziblen Brauer—Charaktere in B. Dann gilt e|{ — 1, und die Anzahl
der irreduziblen gewohnlichen Charaktere in B ist e + Ed%l. Die irreduziblen gewéhnlichen
Charaktere in B kénnen mit

X17“'7X€7X)\7 )\GA’J

bezeichnet werden (wobei A eine Indexmenge mit |A| = MT_I ist), so dass Folgendes gilt:
Die Charaktere xx, A € A schrianken alle gleich auf die {-reguldren Konjugiertenklassen
von GG ein, und setzt man

Xetr1 = D X,

AEA
so ldsst sich die Zerlegungsmatrix von B wie folgt beschreiben:

Es sei ®; der gewohnliche Charakter des projektiv unzerlegbaren Moduls P; zum Brauer—
Charakter ¢;. Dann gilt:

®; = xi1) + Xy, (1) #i(2), i(1),i(2) € {1,...,e+1}.

Beweis: Siehe Theorem 2.1.5 in Hiss und Lux [25]. [ |
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5.1.11 Lemma
Es sei B ein Block von G mit zyklischer Defektgruppe D und e die Anzahl der irreduziblen
Brauer—Charaktere in B. Dann ist e ein Teiler von

|Ne(D)/Ca(D)].

Beweis: Dies folgt aus dem Beweis von Proposition (62.35) in Band II von Curtis und
Reiner [12]. [ |

Wir stellen nun noch einige allgemeine Satze und Definitionen aus der modularen Dar-
stellungstheorie zusammen, die wir in Kapitel 6 benotigen werden. Die Analoga der folgen-
den beiden Lemmata in der gewthnlichen Darstellungstheorie sind wohlbekannt. Da ihre
,modularen“ Varianten vielleicht nicht so bekannt sind, geben wir sie hier noch einmal
mit Beweisskizzen an.

5.1.12 Lemma

Es sei H eine Normalteiler von G, so dass G /H zyklisch ist, und es sei W ein G—invarianter
einfacher kH—Modul. Dann gibt es einen einfachen kG—Modul V mit V| = W, und es
gilt: W1 = kG/H ®,;, V, wobei der regulire kG /H-Modul vermége G — G/H als kG~
Modul betrachtet wird.

Beweis: Es sei g € G mit G/H = (gH), und es sei 6 : H — GL(W) eine Darstellung
von H, die den kH-Modul W bewirkt. Da W in G invariant ist, existiert ¢» € GL(W)
mit §(g~thg) = ¥~ 16(h)e fiir alle h € H. Setzen wir n := |G/H|, so gilt ¢g" € H und
damit ¥ ~"6(h)yY"™ = 6(g7™)d(h)d(g™). Also ist ¢¥"0(¢g~ ™) ein kH-Endomorphismus von
W und somit nach dem Lemma von Schur: ¢"0(¢™") = a -idy fir ein a € k*. Da k
,hinreichend viele“ Einheitswurzeln enthélt, gibt es ein v € £* mit 4™ = a. Durch Nach-
rechnen bestiitigt man, dass §(g'h) := v~ %'6(h) eine Fortsetzung von § auf G definiert.
Der zweite Teil der Behauptung lésst sich wie folgt einsehen: Es sei {g1 = 1,¢2,...,9n}
ein Vertretersystem fiir die Linksnebenklassen von H in G. Dann wird durch

WY =kG oy W — kG/H @}V,
Zgi®wi = 0 ® giw,

)

ein Isomorphismus von kG—Moduln definiert (wobei mit g; die Nebenklasse g;H gemeint
ist). [ |

5.1.13 Lemma
Es sei H ein Normalteiler von G, W ein einfacher kH—-Modul, dessen 'Irdgheitsgruppe in
G gleich H ist. Dann ist W1 einfach.
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Beweis: Es sei V ein einfacher Faktormodul von W1¢. Wegen
{0} # Homyq (W19, V) = Homyr (W, V] )

hat V |y einen zu W isomorphen Untermodul. Mit W kommen auch sdmtliche zu W
in G konjugierte Moduln als direkte Summanden von V | vor. Die Anzahl paarweise
nichtisomorpher zu W konjugierter kK H-Moduln ist gleich dem Index der Tragheitsgruppe
von W in G, also gleich dem Index von H in GG. Die Dimension von V| i ist also mindestens
(G : H] - dimW = dim(W1). Also ist V = W1C. [ |

5.1.14 Definition - P
Ein kG-Modul M heifit liftbar, wenn es ein RG-Gitter M mit M /7M = M gibt. Dann

heif3t M ein Lift von M.

5.1.15 Lemma
Es sei H eine Untergruppe von G und ky der triviale kH—-Modul. Es sei ferner

kglC= M, & - & M,

direkte Summe der unzerlegbaren kG—-Moduln M;. Dann gibt es genau ein i € {1,...,r},
so dass M; einen zum trivialen Modul isomorphen Faktor besitzt, und genau ein j €
{1,...,7}, so dass M; einen zum trivialen Modul isomorphen Untermodul besitzt. Es gilt
auBerdem: i = j.

Beweis: Siehe Lemma I1.12.7 i) und ii) in Landrock [32]. [

Der in Lemma 5.1.15 ausgezeichnete direkte Summand von Permutationsmoduln wird
manchmal auch Scott—Modul genannt. Unter dem Charakter einer RG—Gitters M verste-
hen wir den Charakter von K ®r M.

5.1.16 Lemma (Zassenhaus—Thompson—-Lemma)

Essei M ein RG—-Gitter und ® der Charakter von M. Gilt & = x1+ X2 fiir zwei gewohnliche
Charaktere von G, so gilt: M enthélt R—reine Untergitter IN;, so dass x; der Charakter
von N; ist (i =1,2).

Beweis: Sieche Theorem 1.17.3 in Landrock [32]. [

In Kapitel 6 werden wir im Abschnitt 6.4 an entscheidenden Stellen von der Green—
Korrespondenz Gebrauch machen. Wir fassen die Resultate aus diesem Umbkreis, die wir
benottigen werden, in den folgenden Sétzen zusammen.
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Ist D eine ¢~Untergruppe von G, und H eine Untergruppe von G mit Ng(D) < H, so
definieren wir:

X = {DND|zeG,x¢ H} und
Y = {D*NH|zxeG,x¢ H} und
A = {A<DJ|Aistin G zu keiner Untergruppe einer Untergruppe aus X konjugiert}.

Man beachte, dass stets D € 2 ist. Mit diesen Bezeichnungen gilt:

5.1.17 Satz (,,Green—-Korrespondenz*)

Es sei D eine (—Untergruppe von G und H eine Untergruppe von G mit Ng(D) < H.
Dann gibt es eine Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen unzerlegbarer kG—
Moduln mit Vertex in 2l und der Menge der Isomorphieklassen unzerlegbarer k H—-Moduln
mit Vertex in 2. Ist U ein solcher kG—Modul und V ein solcher kH—-Modul, die unter
dieser Bijektion zueinander korrespondieren, so haben U und V den gleichen Vertex und
es gilt:

I

V1€ Us X,
Ulg = VaytY,

wobei kein unzerlegbarer direkter Summand von X und kein unzerlegbarer direkter Sum-
mand von Y den gleichen Vertex wie U und V hat.

Beweis: Siche Theorem 1 und die anschliefenden Bemerkungen auf Seite 81 in Alperin [1].

Die Bijektion in Satz 5.1.17 wird Green—Korrespondenz genannt. V' heifit der Green-
Korrespondent von U, und U heifit der Green-Korrespondent von V. Ist U ein kG-Modul
und U 2 Uy & --- @ U, eine Zerlegung von U in unzerlegbare direkte Summanden U;,
i =1,...,r, so definieren wir die Vielfachheit von U; als die Anzahl aller j € {1,...,r}
mit U; = U;. In Kapitel 6 werden wir die folgende Variante der Green-Korrespondenz
bendtigen, die insbesondere ohne die Voraussetzung Ng (D) < H auskommt:

5.1.18 Satz 3
Es seien D, D {—Untergruppen von G mit D < D, und es sei H eine Untergruppe von G
mit D < H. Es sei ferner fiir alle g € G die folgende Bedingung erfiillt:

Aus 9D < D , folgt g € Ng(D). (5.2)

Dann gilt: Ist U ein unzerlegbarer kH-Modul mit Vertex D, so induziert die Green—
Korrespondenz (Satz 5.1.17) eine vielfachheitserhaltende Bijektion zwischen der Menge
der Isomorphieklassen der unzerlegbaren direkten Summanden von (U I ( D))TN a(D) mit
Vertex D und der Menge der Isomorphieklassen der unzerlegbaren direkten Summanden
von UTC mit Vertex D.
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Satz 5.1.18 konnte ich zwar in dieser Form nicht in der Literatur finden, er ist aber ver-
mutlich allgemein bekannt. Der hier gegebene Beweis von Satz 5.1.18 ist im Wesentlichen
nur eine Nachahmung des Beweises von Theorem 4.2 in Burry [5].

Beweis (von Satz 5.1.18): Die Green—Korrespondenz Satz 5.1.17 induziert eine viel-
fachheitserhaltende Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen der unzerlegba-
ren direkten Summanden von U7T¢ mit Vertex D und der Menge der Isomorphieklassen
der unzerlegbaren direkten Summanden von (U TG)l Ne(p) it Vertex D.

Nach dem Satz von Mackey gilt:

(UTG)lNG(D) = @ ((gU)lNG(D)mgH)TNG(D), (5.3)
gENG(D)\G/H

wobei g ein Vertretersystem der Ng(D)-H-Doppelnebenklassen von G durchlduft (als
Vertreter der Doppelnebenklasse Ng(D)H wihlen wir das Einselement von G). Ange-
nommen, ((gU)l Ne(D)n9 H) TNa(D) besiBe einen unzerlegbaren direkten Summanden V
mit Vertex D. Nach dem bekannten Verhalten von Vertizes unter Induktion (siehe etwa
Theorem 1 in Burry [4]) ist dann D in Ng(D) konjugiert zu einer Untergruppe eines
Vertex @ eines unzerlegbaren direkten Summanden von (YU)| n,,(p)ns - Also ist D sogar
eine Untergruppe von ). Da 9U den Vertex 9D hat, ist dann nach dem bekannten Ver-
halten von Vertizes unter Restriktion @ in 9H konjugiert zu einer Untergruppe von 9D.
Es existiert somit ein h € H, so dass 9hD(9h)~' < gDg~! ist. Aus Voraussetzung (5.2)
folgt nun hg=! € Ng(D), also g € Ng(D)H. Der einzige direkte Summand in (5.3), der
unzerlegbare direkte Summanden mit Vertex D besitzt, ist also der mit g = 1. Hieraus
folgt die Behauptung. |

Wir halten zwei Spezialfille, in denen (5.2) erfiillt ist, in einer Bemerkung fest:

5.1.19 Bemerkung
Jede der beiden folgenden Bedingungen impliziert die Voraussetzung (5.2) aus Satz 5.1.18:

(a) D = D (dies ist der Fall, der von Burry und Carlson in Theorem 4.2 in [5] behandelt
wird),

(b) D ist eine T'[-Untergruppe von G, und D ist eine charakteristische Untergruppe
von D.

Fiir eine Untergruppe H von G bezeichnen wir mit ky den trivialen kH-Modul. Das
folgende Korollar werden wir in Abschnitt 6.4 benutzen:

5.1.20 Korollar
Es sei D eine zyklische /—Sylowgruppe von G, die eine T'I-Untergruppe von G ist, und jede
nichttriviale Untergruppe von D besitze in G den gleichen Normalisator wie D. Dann gilt
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fiir jede Untergruppe H von G mit D < H: Die Green—Korrespondenz Satz 5.1.17 indu-
ziert eine vielfachheitserhaltende Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen der
nichtprojektiven unzerlegbaren direkten Summanden von ki1 und der Menge der Isomor-
phieklassen der nichtprojektiven unzerlegbaren direkten Summanden von ky,,( D)TNG (D),

Beweis: Dies folgt aus Satz 5.1.18 und Bemerkung 5.1.19. |

Ist D eine /-Untergruppe von G, so definiert die Brauer—Korrespondenz eine Bijektion
zwischen den Blocken von G mit Defektgruppe D und den Blocken von Ng(D) mit Defekt-
gruppe D, indem sie jedem solchen Block b von Ng(D) seinen Brauer-Korrespondenten b
zuordnet. Der folgende Satz zeigt, dass die Green— mit der Brauer—Korrespondenz ver-
traglich ist.

5.1.21 Satz

Es sei B ein Block von G mit Defektgruppe D und b sein Brauer—Korrespondent in Ng(D),
das heiBt b = B. Ist U ein unzerlegbarer kG-Modul in B mit Vertex in 2, so liegt der
Green—Korrespondent (im Sinne von Satz 5.1.17) im Block b von Ng(D).

Beweis: Sieche Theorem 7.8 in Feit [16], Seite 131. [

Wiéhrend in den vorangegangenen Definitionen und Sétzen die Gruppe G stets eine be-
liebige endliche Gruppe war, setzen die folgende Definition und und der folgende Satz die
speziellere Situation voraus, dass G eine Gruppe mit zerfallendem BN-Paar der Charak-
teristik p ist, die die Kommutatorrelationen erfiillt (vergleiche Kapitel 2 in Carter [7]).

5.1.22 Definition (Harish—Chandra-Moduln)

Es sei G eine endliche Gruppe mit zerfallendem BN-Paar der Charakteristik p, die die
Kommutatorrelationen erfiillt (vergleiche Kapitel 2 in Carter [7]), und ¢ # p. Es sei ferner
W die Weyl-Gruppe von G mit Standarderzeugern S = {s; |i € I}. Fiir Teilmengen J C I
sei Ly die zugehorige Standard-Levi-Untergruppe von G. Die Untergruppen der Form
nLyn~! (n € N) von G heiBen Levi-Untergruppen von G. Mit RY bzw. *R¢ bezeichnen
wir die Harish-Chandra-Induktion bzw. Harish-Chandra-Restriktion (vergleiche (2.2) in
Geck und Hiss [20]). Ein kG-Modul Y heit kuspidal, wenn * R (Y) = 0 ist fiir alle echten
Levi-Untergruppen von G. Ein kG—Modul Y heifit ein Harish—-Chandra—Modul von G,
wenn er ein unzerlegbarer direkter Summand von Rf(X ) fiir eine Levi-Untergruppe L
von GG und einen kuspidalen, einfachen kL-Modul X ist.

5.1.23 Proposition

Es sei G eine Gruppe mit zerfallendem BN—Paar der Charakteristik p, die die Kommu-
tatorrelationen erfiillt, und £ # p. Ist Y ein Harish—Chandra—Modul von G, so sind sein
Kopf und sein Sockel einfach und zueinander isomorph.

Beweis: Siehe Proposition 2.11 in Geck und Hiss [20]. [
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5.2 Blocke der parabolischen Untergruppe P

In diesem Abschnitt kehren wir zur Notation aus den Kapiteln 2 bis 4 zuriick. Es sei
also g eine Potenz der Primzahl p, wobei wir p wieder als ungerade voraussetzen. Die
Steinbergschen Trialititsgruppen bezeichnen wir wieder mit G = 3Dy(q). Es sei ferner P
die bereits in Abschnitt 3.5 definierte maximale parabolische Untergruppe von G mit
unipotentem Radikal Up und Levi-Komplement Lp.

Es sei ¢ eine von p verschiedene Primzahl und (K, R, k) ein {~modulares Zerfillungs-
system fiir alle Untergruppen von G. Wenn wir von Blocken, Brauer—Charakteren, pro-
jektiven Charakteren oder Zerlegungsmatrizen reden, so beziehen wir dies stets auf dieses
{—modulare System. Mit e bezeichnen wir die multiplikative Ordnung von ¢ modulo ¢.

Wegen ¢t g ist das unipotente Radikal ein ¢/~Normalteiler von P. Es sei {to, ..., %5}
das Vertretersystem der P-Konjugiertenklassen der irreduziblen gewohnlichen Charaktere,
das wir schon in Abschnitt 4.10 gewéhlt haben, und es seien Iy, ..., 5 die zugehorigen
Tragheitsgruppen in P. Nach Satz 4.1.3 und Lemma 5.1.4 bilden die Mengen

Bj = {x € Irr(P) | x iiberlagert 1;},

j = 0,...,5 eine Partition von Irr(P), und jedes B; ist eine Vereinigung von Blécken.
Mit I;, j = 0,...,5 bezeichnen wir die Trégheitsfaktorgruppen, die wir auf Grund der
Levi-Zerlegung wie schon in Abschnitt 4.8 mit I; N Lp identifizieren. Durch Satz 5.1.6
wird die Bestimmung der Blécke in B; mitsamt ihren Defektgruppen und Zerlegungsma-
trizen auf die Bestimmung der Blécke (mit Defektgruppen und Zerlegungsmatrizen) von
I; zuriickgefiihrt, die 1); iiberlagern. Wegen des Zusatzes zu Satz 4.10.1 konnen wir auf
die Tragheitsgruppen I; Satz 5.1.7 anwenden. Damit ist die Bestimmung der Bloécke von
P in Bj (mitsamt ihrer Zerlegungsmatrizen und Trégheitsgruppen) vollstdndig auf die
Bestimmung der Blocke (mit Zerlegungsmatrizen und Trégheitsgruppen) der Trégheits-
faktorgruppen I ; zuriickgefiihrt.

Der Fall e =3

Die Annahme e = 3, dass also die multiplikative Ordnung von ¢ modulo ¢ gleich 3 ist, ist
dquivalent zu £ > 3 und £ | ¢ + ¢ + 1.

In diesem Fall lassen sich mit Hilfe der Fong—Reduktion (Satz 5.1.6 und Satz 5.1.7) sowie
der Brauer—Dade—Theorie samtliche /—Blocke von P mitsamt ihren Zerlegungsmatrizen
und Defektgruppen berechnen. Da wir in Kapitel 6 nur einen dieser Blocke bendtigen
werden, beschrinken wir uns hier auf die Bestimmung dieses einen Blockes.



148 Modulare Darstellungstheorie parabolischer Untergruppen

Es sei also nun £ > 3 und /| ¢?> + ¢ + 1. Wir definieren f,m € N durch

¢’ -1

f 2 —
Ol + g+ 1 undm =7

Wegen Tabelle A.47 und den Vorbemerkungen zu Beginn dieses Abschnitts ist

B5:{X15,...,X20} U {Xgl(k)|k:1,...,q3—2,/<:7é(q3—1)/2}
U {xa2(k)[k=1,....¢° k# (¢’ +1)/2}

eine Vereinigung von ¢-Blocken von P, und diese ¢-Blocke stehen vermoége der Fong—
Reduktion (Satz 5.1.6 und Satz 5.1.7) in Bijektion zu den /-Blécken von I5. Wir interes-
sieren uns nun fiir den £-Block von P in Bs, der zum Hauptblock von I5 korrespondiert.
Diesen Block von P wollen wir mit b5 1621 bezeichnen.

Wir behaupten: Die irreduziblen gewohnlichen Charaktere in by5 16,21 sind genau die Cha-

raktere x15, x1¢ und die NT_l irreduziblen Charaktere yo1(k) mit k € {1,...,¢*> — 2},

k # q327—1’ k Vielfaches von m (die Anzahl NTA erhilt man wegen yo1(k) = x21(¢° —1—k)).
Eine Defektgruppe von b15 16,21 ist eine zyklische /~Sylowgruppe von P der Ordnung 28

Der Block b15,16,21 enthélt genau 2 irreduzible Brauer-Charaktere, und der Brauer-Baum
von bi5,16,21 hat die Form:

X15 {X21} X16
° ‘. °

Bei geeigneter Nummerierung der beiden irreduziblen Brauer—Charaktere in by5 16,21 hat
die Zerlegungsmatrix dieses Blockes die Gestalt:

P15 P16
X15 1 0
X16 0 1

{xa1} | 1 1

Tabelle 5.1: Zerlegungsmatrix von bi5,16,21
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Bezeichnet man die einfachen k£ P-Moduln mit Brauer—Charakter ¢15 bzw. 16 ebenfalls
mit 15 bzw. 16, so besitzen die projektiven Hiillen P(p15) und P(p16) von @15 bzw. @16
die folgende Loewy—Struktur:

P(p15) P(p16)
@) O
¥15 P16
C C
$16 P15
O O
Y15 ¥16

Cf
)

P15 P16
C C

P16 ®15
O @)

©15 ©16
@) O

Sowohl P(ip15) als auch P(y16) sind uniseriell mit Loewy-Linge ¢/.

Die unzerlegbaren Moduln in b5 1621 sind (bis auf Isomorphie) genau die Faktormoduln
von P(p15) und P(p16). Insbesondere sind sie uniseriell, und ihre Loewy-Lénge ist kleiner
oder gleich ¢/.

Beweis:
Wir beginnen mit der Bestimmung einer Defektgruppe von bi516,21. Nach Satz 4.8.1 ist
Is = L, und somit

1I5] = ¢*(¢* + g+ 1)(¢* =g+ 1)(g + 1)(g — 1)
Also ist die Untergruppe
D= {h(t,1,t%,¢t7) |t € F,t" = 1}.

der Ordnung ¢f eine ¢-Sylowgruppe von I (zur Definition von _L’P siehe (4.5) in Ab-
schnitt 4.3). Also ist D eine Defektgruppe des Hauptblocks von I5 und daher nach der
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Fong-Reduktion Satz 5.1.6, (d) und Satz 5.1.7, (d) auch eine Defektgruppe von b5 16.21.
Damit haben wir eine Defektgruppe von b5 16,21 gefunden.

Als néchstes bestimmen wir die Anzahl der irreduziblen Brauer—Charaktere in b15 1621
Wir wollen hierzu Lemma 5.1.11 benutzen. Auf Grund der Eindeutigkeit der Bruhat—
Zerlegung, sind zwei Elemente aus D genau dann in P konjugiert, wenn sie in (n,) kon-
jugiert sind. Da D zyklisch ist, folgt hieraus bereits:

INp(D)/Cp(D)| <2

(mit wenig Aufwand kann man auch Gleichheit zeigen). Nach Lemma 5.1.11 ist somit die
Anzahl der irreduziblen Brauer—Charaktere in bi5 1621 kleiner oder gleich 2. Aus Lem-
ma 5.1.9 (angewandt auf den Hauptblock von I5) folgt dann weiter, dass sie gleich 2 ist.
Nach Satz 5.1.10 ist dann die Anzahl der irreduziblen gewohnlichen Charaktere in bis 16,21

. of—1
gleich 2 + ==

Wir wollen nun diese 2+ NT_l irreduziblen gewthnlichen Charaktere bestimmen. Beziig-
lich der durch Satz 5.1.6, (a) und Satz 5.1.7, (a) gegebenen Bijektion zwischen den irredu-
ziblen gewohnlichen Charakteren des Hauptblocks von I5 und den irreduziblen gewdhnli-
chen Charakteren von by5 16,21 entspricht x15 dem trivialen Charakter von Is (dies folgt
beispielsweise aus Satz 4.8.1, (¢) 5. und den Charaktergraden von xis, ..., x22). Der
Block b1516,21 von P enthélt also den irreduziblen gewohnlichen Charakter x15. Mit Hilfe

von Lemma 5.1.8 rechnet man nach, dass x15, x16 sowie die NT_I Charaktere y21(k) mit

ke{l,....¢3 =2}, k # % und m |k zum gleichen Block gehéren. Also sind die irre-
duziblen gew6hnlichen Charaktere im Block bi5 16,21 genau die Charaktere x15, x16 sowie

xo1(k) mit k€ {1,...,¢3 -2}, k # quA und m | k.
Fir x € Irr(P) bezeichnen wir mit Y die Einschrénkung von x auf die (-reguléiren

Konjugiertenklassen von P. Fiir die Vielfachen k € {1,...,¢*> — 2}, k # da*l von m gilt
dann:

x21(k) = X15 + X16-

Da der Brauer-Baum von b;5 1621 nur 2 Kanten hat, folgen die Aussagen iiber den Brauer—
Baum und die Zerlegungsmatrix von b5 1621 nun trivialerweise. Die Loewy—Struktur der
projektiv unzerlegbaren Moduln im Block b15 16,21 ldsst sich aus dem Brauer-Baum ablesen
(vergleiche Alperin [1], Seiten 119ff). Da sidmtliche projektiv unzerlegbaren Moduln in
b1s,16,21 uniseriell sind, folgen auch die Aussagen iiber die {ibrigen unzerlegbaren Moduln
in diesem Block.

Damit ist die Behauptung vollstéindig bewiesen. ]
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5.3 Hauptblock der parabolischen Untergruppe @)

Wir behalten die Notation aus dem vorangegangenen Abschnitt bei. In diesem Abschnitt
bestimmen wir den Hauptblock der maximalen parabolischen Untergruppe @ fiir den
Fall e = 3. Es sei also £ > 3 und £ | ¢> 4 ¢+ 1. Wir definieren f € N durch ¢/ || ¢>4¢+1. Die
irreduziblen Charaktere von @ bezeichnen wir geméfl Tabelle A.54 mit x1(k), x2(k), etc.

Wir behaupten: Im Hauptblock von @ liegen genau ¢/ gewshnliche irreduzible Charaktere
von @, nimlich der triviale Charakter 1o = x1(0) sowie genau ¢/ — 1 weitere lineare
Charaktere x1(k), die wir nicht genauer bestimmen wollen. Der Hauptblock von @) enthélt
genau einen irreduziblen Brauer—Charakter ¢, und der Brauer-Baum des Hauptblocks
hat die Form:

1q {xa(k)}
o—— (o

Seine Zerlegungsmatrix hat dann die folgende Gestalt:

%o

xi(k) | 1

Tabelle 5.2: Zerlegungsmatrix des Hauptblocks von @

Beweis:
Die zyklische Untergruppe

{h(t,1,t,¢7) [t e F 1Y =1}

von @ hat die Ordnung ¢/ und ist wegen |Q| = ¢'%(¢> + ¢ + 1)(¢ + 1)(qg — 1)? eine ¢-
Sylowgruppe von @), also eine Defektgruppe des Hauptblocks von Q. Es ist

{h(t, 1,194 |t € F,t@ D/ = 11 LU,

(I3 wie in Satz 4.9.1) ein normales /~Komplement in @. Nach Lemma 5.1.9 enthiilt der
Hauptblock somit genau einen irreduziblen Brauer—Charakter, ndmlich den trivialen. Die
Aussagen iiber den Brauer-Baum und die Zerlegungsmatrix folgen nun aus Satz 5.1.10,
wenn man noch beachtet, dass xi(k) die einzigen linearen Charaktere von () sind. ]
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5.4 Blocke eines Zentralisators

Wir behalten die Notation aus den vorangegangenen Abschnitten bei. Wie schon in den
Abschnitten 3.7 und 4.12 betrachten wir die zyklische Untergruppe D von P, die von einem
Element & := h(t,1,t9,¢7") mit ¢t € F, t7°+9t1 = 1, ¢ # 1 erzeugt wird. In diesem Abschnitt
wollen wir fiir den Fall e = 3, also £ > 3 und ¢|¢*> + ¢ + 1, die Blocke des Zentralisators
Cp(D) bestimmen. Wir gehen dhnlich wie in Hiss und Lux [25], Seite 35{f vor. A.a.O. wer-
den Blocke der Zentralisatoren von Sylowgruppen von Primzahlordnung bestimmt. Die
dortigen Aussagen und Beweise funktionieren auch in unserer etwas allgemeineren Situa-
tion (D ist nicht notwendigerweise eine Sylowgruppe und auch nicht notwendigerweise von
Primzahlordnung). Wir wollen die Aussagen und Beweise daher hier kurz skizzieren.

Wir definieren die natiirliche Zahl f durch ¢/ || ¢ + ¢ + 1. Es sei

D= {h(t,1,t%,¢t7) |t e F,t* = 1}.

Dann ist D eine zentrale Untergruppe von Cp(D) (vergleiche die Zentralisatorordnungen
in Tabelle A.25). D ist zyklisch von Ordnung ¢/ und somit eine /-Sylowgruppe von Cp(D).
Nach dem Satz von Schur-Zassenhaus besitzt D ein Komplement K in Cp(D). Also ist
Cp(D) ein direktes Produkt

Cp(D) =D x K.

Dann sind die gewdhnlichen irreduziblen Charaktere von Cp(D) bekanntlich durch A x x

mit A € Irr(D) und x € Irr(K) gegeben, wobei A x x durch A x x(dk) := A(d)x(k) definiert
ist (de D, k € K).

Dann gilt (vergleiche Theorem 4.2.1 in Hiss und Lux [25]): Die Blécke von Cp(D) ste-
hen in Bijektion zu den gewohnlichen irreduziblen Charakteren von K. Jeder Block B
von Cp(D) enthiilt genau einen gewdhnlichen irreduziblen Charakter yo, dessen Kern D
umfasst. Es gilt also xo = 15 x xq fiir genau ein x; € Irr(K). Man nennt xo den kanoni-
schen Charakter von B. Der Block B enthilt genau ¢/ gewohnliche irreduzible Charaktere,
némlich yy := A x x4, A € Irr(D). Der Block B enthilt genau einen irreduziblen Brauer—
Charakter ¢g, und ¢q ist die Einschréankung von o auf die -reguléren Konjugiertenklassen

von Cp(D). Der Brauer-Baum von B hat also die folgende Gestalt:

X0 Dtz

o—— (o

Die Zerlegungsmatrix von B hat dann die folgende Gestalt:
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%o

x| 1

Tabelle 5.3: Zerlegungsmatrix des Blocks B von Cp(D)

Diese Behauptung lisst sich wie folgt beweisen: D ist eine normale /~Untergruppe von
Cp(D) und somit im Kern jedes Brauer—Charakters von Cp(D) enthalten. Jeder Brauer—
Charakter ¢ von C'p(D) ist also die Inflation eines Brauer—Charakters der Faktorgruppe K.
Da K eine ¢'~Gruppe ist, kénnen wir daher die irreduziblen Brauer—Charaktere von Cp(D)
mit den irreduziblen gewdhnlichen Charakteren von K identifizieren. Es sei ¢ ein solcher.
Dann die sind die gewdhnlichen irreduziblen Charaktere von Cp(D), deren Einschréankung
auf die ¢-regulidren Klassen gleich ¢g sind, genau die ¢/ irreduziblen gewshnlichen Cha-
raktere der Form A X ¢ , A € Irr(D). Hieraus ergibt sich die Zerlegungsmatrix von Cp(D).
Daraus folgen dann die Aussagen iiber die Zerlegungsmatrizen der einzelnen Blocke, ihre
Brauer-Béume und die Verteilung der gewohnlichen irreduziblen Charaktere von Cp(D)
auf die einzelnen Blocke. |

Damit sind die Blocke von Cp(D) fiir den Fall £ > 3, £|q? 4+ q + 1 bestimmt.
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Kapitel 6

Zerlegungszahlen der
Trialititsgruppen

In diesem Kapitel fahren wir mit der Behandlung der modularen Darstellungstheorie der
Steinbergschen Trialitdtsgruppen in nicht definierender Charakteristik fort. Wir bezeich-
nen weiterhin mit G = 3Dy(q) die Steinbergschen Trialitéitsgruppen. Auch in diesem Ka-
pitel setzen wir die Primzahlpotenz ¢ als ungerade voraus. Es sei ¢ eine Primzahl, die ¢
nicht teilt. Im Mittelpunkt dieses Kapitels stehen die f~modularen Zerlegungszahlen der
Trialitdtsgruppen.

Die /~modularen Zerlegungszahlen von D, (q) héingen von der multiplikativen Ordnung
von ¢ modulo ¢ ab, die wir mit e bezeichnen. Wie schon in der Einleitung zu Beginn des
fiinften Kapitels geschildert, liefert die /~modulare Darstellungstheorie von Dy(q) ,,im
Wesentlichen“ die gleichen Ergebnisse wie die gewohnliche Darstellungstheorie, falls ¢ die
Gruppenordnung |3Dy(q)| nicht teilt. Wir gehen daher davon aus, dass ¢ ein Teiler von

PD4(q)l = ¢"*(¢® + ¢* + 1)(¢° — 1)(¢* — 1) = ¢"* b12 BF 93 93 &3

ist, wobei ¢; das i—te Kreisteilungspolynom in der Variablen ¢ bezeichne. Somit ist die
multiplikative Ordnung e von ¢ modulo ¢ gleich 12, 6, 3, 2 oder 1. Fiir e = 12 sind
samtliche Zerlegungszahlen seit Geck [19] bekannt.

In den anderen Fillen sind noch einige Zerlegungszahlen von 2D4(q) unbekannt. Wir
werden in diesem Kapitel neue Ergebnisse iiber die Zerlegungszahlen von 3Dy4(q) in den
beiden Féllen e = 6 und e = 3 beweisen.

Insbesondere werden wir zwei der bis dahin unbekannten Zerlegungszahlen explizit be-
stimmen (eine im Fall e = 6 und eine im Fall e = 3). Fiir die anderen unbekannten
Zerlegungszahlen in diesen beiden Féllen beweisen wir verbesserte Schranken.

155
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6.1 Bezeichnungen

Im ganzen Kapitel 6 gelten die folgenden Bezeichnungen:

P eine ungerade Primzahl,

q eine Potenz von p,

G die einfache algebraische Gruppe von adjungiertem Typ mit Dynkin—
Diagramm D4 aus Kapitel 2,

G die Steinbergsche Trialititsgruppe 2Dy(q),

P die in Abschnitt 3.5 definierte maximale parabolische Untergruppe von G,

Up das unipotente Radikal von P,

Lp das in Abschnitt 3.3 definierte Levi-Komplement von P,

/ eine von p verschiedene Primzahl,

e die multiplikative Ordnung von ¢ modulo ¢,

(K,R,k) ein f—modulares Zerfillungssystem fiir alle Untergruppen von G,

E(G,1) die zu 1 € G* gehorende geometrische Konjugiertenklasse von ¢~Blocken
von G (wobei mit G* die zu G duale Gruppe gemeint ist).

Wenn wir von Blocken, Brauer—-Charakteren, projektiven Charakteren oder Zerlegungs-
matrizen reden, so beziehen wir dies stets auf das obige /—modulare System.

6.2 Zerlegungszahlen der Trialitidtsgruppen

Wie schon in der Einleitung zu diesem Kapitel erwéhnt, hingen die f~modularen Zerle-
gungszahlen von G = 2Dy(q) von der multiplikativen Ordnung e von ¢ modulo ¢ ab. Ist
e ¢ {1,2,3,6,12}, so ist die f~modulare Zerlegungsmatrix von G trivialerweise die Ein-
heitsmatrix (bei geeigneter Anordnung von Zeilen und Spalten). Interessante Aussagen
iiber die Zerlegungszahlen von G kann man also nur fiir e € {1,2,3,6, 12} erhalten.

Ist e = 12, so sind die /-Sylowgruppen von G zyklisch und Geck konnte in [19] sdmt-
liche Zerlegungszahlen mit Hilfe der Brauer—Dade—Theorie bestimmen. In den anderen
Féllen sind jedoch bis heute noch einige Zerlegungszahlen unbekannt. In diesem Abschnitt
beschiftigen wir uns mit den Féllen e = 6 und e = 3. Von besonderem Interesse sind
die Zerlegungszahlen der unipotenten Charaktere. Die hierzu bekannten Ergebnisse findet
man ebenfalls in Geck [19] und sind in den folgenden beiden Sitzen zusammengefasst:
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6.2.1 Satz (Geck, 1990)

Mit den Bezeichnungen aus 6.1 gilt im Fall e = 6: In £/(G, 1) liegen genau 8 irreduzible
Brauer—Charaktere ¢1,...,¢s. Bei geeigneter Nummerierung sind die Zerlegungszahlen
der unipotenten Charaktere wie folgt gegeben (Nullen sind durch Punkte ersetzt):

b1 P2 93 P4 P56 D7 @8
1 1
[e4] 1
[p1] 1
o] |1 1 1.
SDy[-1]| . . . . 1 .
Do) . . . . .1
[e2] 1 . . 1 a
St . 1 . 1 b ¢ d 1

Tabelle 6.1: Zerlegungszahlen der unipotenten Charaktere im Fall e = 6

e (g—1)
Es gilt: 0 < a < T4
0 < b < TFL
—1
0 S & S qTa
0 < d < ¢
und 2a+b—-2 > 0

[p1] ist ein Defekt-0—Charakter.

Beweis: Der Satz ist lediglich eine Umformulierung einer Teilaussage von Satz 3.13.3 in
Geck [19]. Man beachte, dass e = 6 dquivalent zu ¢ > 3 und /| ¢? — g + 1 ist. Die oberen
Schranken fiir a, b, ¢, d sind in Gecks Satz 3.13.3 nicht ausdriicklich erwdhnt, ergeben sich
jedoch implizit aus seinem Beweis. |
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Gecks entsprechendes Resultat fiir e = 3 lautet:

6.2.2 Satz (Geck, 1990)

Mit den Bezeichnungen aus 6.1 gilt im Fall e = 3: In &/(G, 1) liegen genau 8 irreduzible
Brauer—Charaktere ¢1,...,¢s. Bei geeigneter Nummerierung sind die Zerlegungszahlen
der unipotenten Charaktere wie folgt gegeben (Nullen sind durch Punkte ersetzt):

$1 P2 93 da b5 P6  Pr P

Tabelle 6.2: Zerlegungszahlen der unipotenten Charaktere im Fall e = 3

1l q(g+1)
Es gilt: I < a < 5,
0 < b < £

2 < ¢ < qg.

3D4[—1] ist ein Defekt-0—Charakter.

Beweis: Der Satz ist lediglich eine Umformulierung einer Teilaussage von Satz 3.13.3 in
Geck [19]. Man beachte, dass e = 3 dquivalent zu ¢ > 3 und ¢|¢? + ¢ + 1 ist. Die oberen
Schranken fiir a, b, ¢ sind in Gecks Satz 3.13.3 nicht ausdriicklich erwéhnt, ergeben sich
jedoch implizit aus seinem Beweis. |

6.2.3 Bemerkung
Geck hat in [19] auch in den Féllen e = 1 und e = 2 weitreichende Aussagen iiber die
Zerlegungszahlen der Trialitdtsgruppen bewiesen (sogar einen Grofiteil dieser Zerlegungs-
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zahlen bestimmt). Wir werden auf diese Resultate hier jedoch nicht eingehen, da wir sie
im Folgenden nicht benotigen werden.

Die folgenden beiden Sétze verschirfen die Satze 6.2.1 und 6.2.2. Der Beweis der Sétze 6.2.4
und 6.2.5 wird in den néchsten beiden Abschnitten erbracht.

6.2.4 Satz
Fiir die in Satz 6.2.1 auftretenden Zerlegungszahlen a, b und d gilt:

a=20
und
2_
2 < < qu;
0 < d < ¢g-1

Beweis: Siehe Abschnitt 6.3.

6.2.5 Satz
Fiir die in Satz 6.2.2 auftretenden Zerlegungszahlen a und b gilt:

a=2

und

Beweis: Siehe Abschnitt 6.4.

6.3 Beweis von Satz 6.2.4

In diesem Abschnitt wird der Beweis von Satz 6.2.4 gefiithrt. Der Beweis benttigt nur
,elementare“ Methoden, d.h. er kommt mit charaktertheoretischen Argumenten ohne die
Verwendung von Moduln aus.

Die Voraussetzung e = 6 ist dquivalent zu ¢ > 3 und £ | ¢> — ¢+ 1. Die in der Behauptung
von Satz 6.2.4 angegebenen unteren Schranken fiir b und d ergeben sich aus Satz 6.2.1,
sobald wir ¢ = 0 gezeigt haben. Es sind also nur die oberen Schranken und ¢ = 0 zu
beweisen.
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Nachweis von d < q — 1:

Wir benutzen die Charaktertafel A.46 der maximalen parabolischen Untergruppe P sowie
die Kenntnis der Fusionen A.27 der Konjugiertenklassen von P in G. Der irreduzible
gewohnliche Charakter y11(1) von P hat den Grad ¢3(¢®> — ¢+ 1)(¢+ 1)(g¢ — 1)? und ist
somit wegen
1P| =q"%(¢* =g+ 1)(¢* + g+ D(g+1)(g—1)°

ein Defekt-0-Charakter von P. Also ist x11(1)1¢ projektiv. Mit Hilfe der Charakterta-
fel A.46 von P, den Fusionen A.27 und der Frobenius—Reziprozitéit lassen sich die Skalar-
produkte von Xn(l)TG mit den unipotenten Charakteren von G berechnen. Man erhlt
(siehe die zu x11 gehorige Zeile in Tabelle A .48):

1| [e1] | [oa] | [p2] | °Da[=1] | *Daf1] | [e2] | S8

xu(E ol 0| 0 0 0 0 1 |g—1

Tabelle 6.3: Skalarprodukte von Xu(l)TG mit den unipotenten Charakteren

Hieraus folgt die obere Schranke fiir d.

. 2_
Nachweis von a = 0 und b < 4-:

Wir benutzen die irreduziblen Charaktere der maximalen parabolischen Untergruppe @
aus Tabelle A.54 sowie die Kenntnis der Fusionen A.32 der Konjugiertenklassen von Q)
in G. Wegen

Ql = ¢"*(¢* + g+ 1)(g+ 1)(g - 1)*
ist in diesem Fall Q eine ¢~Untergruppe von G. Also ist jeder irreduzible Charakter von
Q projektiv. Daher ist x137¢ ein projektiver Charakter von G. Mit Hilfe der Tabelle A.54,
den Fusionen A.32 und der Frobenius—Reziprozitit lassen sich die Skalarprodukte von

x137¢ mit den unipotenten Charakteren von G berechnen. Man erhilt (siche die zu x13
gehorige Zeile in Tabelle A.55):

1| [e1] | [pa] | [p2] | ®Da[=1] | *D4[1] | [e2] | St

xi31¢ 10l 0| 0 0 1 0 0 | L4

Tabelle 6.4: Skalarprodukte von x131¢ mit den unipotenten Charakteren

Hieraus folgt a < 0 und b < qz;q. [ |
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6.4 Beweis von Satz 6.2.5

In diesem Abschnitt wird der Beweis von Satz 6.2.5 gefithrt. Die Voraussetzung e = 3 ist
dquivalent zu £ > 3 und /| ¢* + ¢ + 1. Wir beginnen mit dem

. 2_
Nachweis von b < 4-1:

Wir benutzen die irreduziblen Charaktere aus Tabelle A.54 der maximalen parabolischen
Untergruppe @ sowie die Kenntnis der Fusionen A.32 der Konjugiertenklassen von ) in G.
Der irreduzible gewohnliche Charakter yi12 von @ hat den Grad %q?’(q2 +q+1)(qg—1)?
und ist somit wegen

QI = ¢"(¢* + g+ 1)(g+1)(g — 1)

ein Defekt-0-Charakter von Q. Also ist x121¢ projektiv. Mit Hilfe von Tabelle A.54, den
Fusionen A.32 und der Frobenius-Reziprozitit lassen sich die Skalarprodukte von x121¢

mit den unipotenten Charakteren von G berechnen. Man erhélt (siehe die zu x12 gehorige
Zeile in Tabelle A.48):

1| [ea] | [oa] | [p2] | Da[=1] | *Da[1] | [e2] | St

xi2f¢ 10l 0| 0 0 0 1 q | 51

Tabelle 6.5: Skalarprodukte von x127¢ mit den unipotenten Charakteren

Hieraus folgt die obere Schranke fiir b.

Nachweis von a = 2:

Bei dem Beweis von a = 2 kommen wir nicht mehr nur mit ,,elementaren“ charaktertheo-
retischen Methoden aus, sondern wir werden auch modultheoretische Betrachtungen an-
stellen.

Die Idee des hier gefithrten Beweises wurde inspiriert durch Okuyamas und Wakis Ar-
beit [35] aus dem Jahr 1998 iiber die Zerlegungszahlen der symplektischen Gruppen Sp(4, q).
Der Beweis von Satz 6.2.5 lésst sich in drei Schritte einteilen:

1. Schritt: Analyse eines Permutationsmoduls M

Wir untersuchen einen Permutationsmodul M von G, bestimmen Kopf und Sockel und
einen unzerlegbaren direkten Summanden von M sowie dessen Loewy—Struktur. Hierbei
zeigt sich, dass die Zerlegungszahl a als Vielfachheit eines Kompositionsfaktors von M
auftritt.
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2. Schritt: Analyse der Einschrénkung von M auf den Block bi5 16,21 von P

Wir bestimmen die unzerlegbaren direkten Summanden der Einschrinkung von M auf
den Block b15,16,21 von P und deren Loewy—Struktur. Hierbei benutzen wir eine Verallge-
meinerung der Green—Korrespondenz von Burry und Carlson.

3. Schritt: Vergleich von M mit der Einschrinkung von M auf b5 1621
Wir vergleichen M mit der Einschrankung von M auf b5 1621. Als Folgerung ergibt sich
hieraus a = 2.

Wir kommen nun zur Durchfithrung dieser drei Beweisschritte. Wir definieren die natiirli-
che Zahl f durch ¢/ || ¢> +q+ 1.

Analyse eines Permutationsmoduls M

Wir betrachten den Permutationsmodul
M = ko1©,

wobei kg der triviale kQ-Modul zu der maximalen parabolischen Untergruppe ) ist. Als
erstes bestimmen wir den Brauer-Charakter von M. Als Permutationsmodul ist M liftbar
im Sinne von Definition 5.1.14, und M := RQTG ist ein Lift von von M, wobei Rg den
trivialen RQ—Modul bezeichne. Der gewthnliche Charakter von M ist lQTG. Da wir die
Fusionen der Konjugiertenklassen von @ in G kennen (siehe Tabelle A.32), kénnen wir
1QTG explizit als Summe von irreduziblen Charakteren von G schreiben. Man erhélt:

119= 1¢ + [p1] + [p2] + [e2] (6.1)

(dies konnte man auch ohne Kenntnis der Fusionen durch Rechnen in der Weylgruppe mit
Theorem 68.24 in Curtis-Reiner [12] berechnen). Der Brauer—Charakter von M ist die
FEinschriankung des gewohnlichen Charakters des Lifts M auf die {-regulédren Konjugier-
tenklassen von GG und daher gleich

v
9

1 + [p1] + [p2] + [2]

(ist x Klassenfunktion einer endlichen Gruppe, so bezeichnen wir wie schon in Kapitel 5
mit y die Einschriankung von x auf die {-reguliren Konjugiertenklassen). Mittels der
Geckschen Zerlegungsmatrix Tabelle 6.2 erhalten wir so den Brauer—Charakter von M:

201 + @2 + 293 + ¢4 + a - ¢ + ¢7. (6.2)

Firi=1,...,8 bezeichnen wir den einfachen kG-Modul mit Brauer—Charakter ¢; eben-
falls mit ¢;. Da wir mit (6.2) den Brauer—Charakter von M kennen, kennen wir auch
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die Kompositionsfaktoren von M (mit Vielfachheiten). Insbesondere kommt der einfache
Modul ¢¢ mit der Vielfachheit a als Kompositionsfaktor von M vor.

Wir beginnen nun mit der Bestimmung des Sockels soc(M) von M. Angenommen, der
soc(M) enthalte einen direkten Summanden, der isomorph zum einfachen Modul ¢9 ist.
Dann wére

Homyo(d2lq, kg) = Homya(de, kol®) = Homya(pa, M) # {0}

Insbesondere beséle ¢2 | den trivialen Modul als Kompositionsfaktor. Da wir die Fu-
sionen der Konjugiertenklassen von @ in G kennen (vergleiche Tabelle A.32), kénnen wir
mit Hilfe der Zerlegungsmatrizen Tabelle 6.2 und Tabelle 5.2 die Einschriankung von ¢-
auf den Hauptblock von @ ausrechnen. Man erhilt (siehe die zu [e1] gehorige Spalte in
Tabelle A.55), dass die Einschrinkung von ¢, auf den Hauptblock von @ gleich Null ist.
Insbesondere besitzt der Modul ¢2]¢g den trivialen Modul nicht als Kompositionsfaktor.
Also war unsere Annahme falsch, d.h. der Sockel von M besitzt keinen direkten Summan-
den, der isomorph zum einfachen Modul ¢ ist.

Durch eine analoge Argumentation zeigt man, dass soc(M ) auch keinen direkten Sum-
manden besitzt, der isomorph zu ¢4, ¢g oder ¢7 ist. Also sind alle direkten Summanden
von soc(M) isomorph zu den einfachen Moduln ¢; oder ¢s.

Wir behaupten, dass sowohl der triviale Modul ¢; als auch der einfache Modul ¢3
direkte Summanden von soc(M) sind. Fiir ¢; folgt dies aus Lemma 5.1.15. Fiir ¢3 argu-
mentiert man so: Da [p1] nach (6.1) ein Konstituent des gewshnlichen Charakters von M
ist, folgt aus dem Zassenhaus—Thompson—Lemma 5.1.16, dass M ein RG—Untergitter mit
Charakter [p1] enthélt. Aus der Geckschen Zerlegungsmatrix 6.2 folgt somit, dass M einen
Untermodul mit Brauer—Charakter ¢o + ¢3 enthilt. Also ist der einfache Modul ¢o oder
der einfache Modul ¢3 ein direkter Summand des Sockels dieses Untermoduls und damit
auch direkter Summand von soc(M). Da — wie oben gezeigt — der einfache Modul ¢2 nicht
im Sockel von M vorkommt, folgt daher weiter, dass der einfache Modul ¢3 ein direkter
Summand von soc(M) ist.

Als néchstes zeigen wir, dass die unzerlegbaren direkten Summanden von M Harish—
Chandra—Moduln im Sinne von Definition 5.1.22 sind. Es geniigt zu zeigen, dass M ein
direkter Summand von kgT¢ ist. Der Modul kg€ ist liftbar mit Lift RpT%. Der gewohnli-
che Charakter des RQ-Gitters Rp]¥ ist 1519. Mit Hilfe der Charaktertafel von L sieht
man: -

1519=1¢ + Sty,,. (6.3)

Da 1¢g und §LQ nach Abschnitt 5.3 in unterschiedlichen Blocken liegen, folgt aus (6.3),
dass kg direkter Summand von kg1« ist. Hieraus folgt weiter, dass M = kQTG ein direkter
Summand von kpT¢ ist. Insbesondere sind die unzerlegbaren direkten Summanden von M
Harish—Chandra—Moduln. Nach Proposition 5.1.23 hat somit jeder unzerlegbare direkte
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Summand von M einen einfachen Kopf und einen einfachen Sockel, die jeweils zueinander
isomorph sind.

Wir schreiben M als direkte Summe

von unzerlegbaren Moduln N; und definieren:

M1 = @ Nz 5 M2 = @ Nz
soc(]\i-)%d)l soc(Nli)Eng,
Nach Konstruktion ist der Sockel von M; eine direkte Summe von (einem oder mehreren)
zu ¢ isomorphen einfachen Moduln und der Sockel von My eine direkte Summe von
(einem oder mehreren) zu ¢3 isomorphen einfachen Moduln. Da wir schon gezeigt haben,

dass der Sockel jedes unzerlegbaren direkten Summanden von M isomorph zu ¢ oder ¢3
ist, folgt M = My & Mo.

Aus (6.1), dem Zassenhaus—Thompson-Lemma und der Zerlegungsmatrix 6.2 folgt wei-
ter, dass M einen Untermodul U mit Brauer—Charakter ¢1 4+ ¢4 enthilt. Da ¢4 nicht
in soc(M) vorkommt, folgt soc(U) = ¢;. Wegen der Sockel von U und My ist somit
U N My = {0}. Also liefert der kanonische Epimorphismus M — M /My = M; eine Ein-
bettung von U in M. Daher sind ¢; und ¢4 Kompositionsfaktoren von M;. Hieraus folgt,
dass M; einen unzerlegbaren direkten Summanden mit Kompositionsfaktoren ¢ und ¢4
besitzt. Da dieser ein Harish—Chandra—Modul mit Sockel ¢; ist, kommt ¢ auch im Kopf
dieses unzerlegbaren direkten Summanden von My vor. Also: M7 enthilt einen unzer-
legbaren direkten Summanden mit Kompositionsfaktoren ¢1, ¢4, ¢1 (und eventuell noch
weiteren Kompositionsfaktoren).

Aus (6.1), dem Zassenhaus—Thompson-Lemma und der Zerlegungsmatrix 6.2 folgt wei-
ter, dass M einen Untermodul mit Brauer—Charakter ¢3+a-¢g+ ¢7 und einen Untermodul
mit Brauer—Charakter ¢o + ¢3 enthélt. Analog zu oben folgt hieraus, dass My einen un-
zerlegbaren direkten Summanden mit Kompositionsfaktoren ¢s, ¢2, a - ¢g, ¢7, ¢3 (und
eventuell noch weiteren Kompositionsfaktoren) besitzt.

Aus dem Brauer—Charakter von M (siehe (6.2)) folgt somit, dass M; und My unzerleg-
bar sind und dass M; genau die Kompositionsfaktoren

¢1a¢4a¢1

und My genau die Kompositionsfaktoren

¢37 ¢27 a- ¢67 ¢77 ¢3
hat. Damit ist gezeigt:
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M enthilt zwei Untermoduln M7 und Ms so dass gilt:

(a) M = M; & My und M;, My sind unzerlegbar.

(b) M ist uniseriell mit Loewy-Struktur:

o

$1
o

¢4
O

b1

O

(c) Die Kompositionsfaktoren von My sind ¢9 + 2 - ¢3 + a - ¢pg + ¢7, und fiir den Kopf
und den Sockel von My gilt: head(Mz) = soc(Ma) = ¢s3.

Wir kommen nun zum zweiten Beweisschritt:

Analyse der Einschréinkung von M auf b5 1621

Als néchstes sollen die unzerlegbaren direkten Summanden der Einschrankung von M auf
den Block b15,16,21 von P sowie deren Loewy-Struktur bestimmt werden. Nach dem Satz
von Mackey gilt:

M| p= (kQTG)ng @ (kPﬂgQg‘l)TP
gEP\G/Q
Fiir Doppelnebenklassen nach parabolischen Untergruppen lésst sich mit Hilfe der Weyl-

gruppe ein ausgezeichnetes Vertretersystem bestimmen (siehe Proposition 2.7.3 und Pro-
position 2.8.1 in Carter [7]). Als Vertretersystem fiir P\G/Q wihlen wir

{1, ngnqa, ngnangna}t.
Somit gilt:
Mip = (hpgl” & (hprpsmag)l” & (kprpmansmag)l”. (64)
Bekanntlich gilt PN Q = B. Aus den Relationen in Tabelle 2.4 erhalten wir auflerdem:

PNneteQ und (6.5)
P nenangnag) (6.6)

TXoX20+8X3a+8X3a+28

C
TXaX3a+,8 -
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wobei T = TF der in Abschnitt 2.3 auf Seite 47 definierte maximale Torus von G ist.
Wegen (6.4) folgt aus Dimensionsgriinden sogar Gleichheit in (6.5) und (6.6). Aus (6.4)
erhalten wir damit:

M|p = k‘BTP EB(kTXaX2a+ﬁX3a+ﬁX3a+2B)TP ® (kTXaX3a+B)TP' (6.7)

Wir iiberlegen uns nun, welche der drei direkten Summanden auf der rechten Seite die-
ser Isomorphie unzerlegbare direkte Summanden im Block bi5 1621 besitzen. Die bei-
den direkten Summanden kg1 und (K7x, X045 Xa0+5Xsas2s) 15 sind jeweils lifthar mit
gewohnlichem Charakter 1517 bzw. (1TXaX2a+6X3a+ﬁX3a+2B) 1P Das Zentrum X3a+428
des unipotenten Radikals Up ist ein Normalteiler von P, der sowohl in B als auch in
TXa0X20+3X30+8X30423 enthalten ist. Also liegt X3,404 im Kern jedes gewohnlichen
irreduziblen Konstituenten von 157* und im Kern jedes gewohnlichen irreduziblen Kon-
stituenten von (1TXaX2a+5X3a+ﬁX3a+26)TP. Aus der Charaktertafel von P (Tabelle A.46)
folgt jedoch, dass die irreduziblen Charaktere x15, x16 und x21(k) den Normalteiler X3,23
nicht im Kern haben. Also ist die Einschréinkung von k 51F und (kTXaX2a+5X3a+BX3a+2,B)TP
auf den Block b151621 von P gleich Null, und nur der dritte direkte Summand in (6.7)
besitzt unzerlegbare direkte Summanden im Block b15 16,21

Wir wollen uns nun Informationen iiber die unzerlegbaren direkten Summanden von
(kTXanaJrg)TP im Block b15,16,21 verschaffen. Zur Abkiirzung setzen wir H := T'X, X3, 3.
Wir beginnen mit den nichtprojektiven unzerlegbaren direkten Summanden von kg1t im
Block b15,16,21. Hierzu wollen wir Korollar 5.1.20 benutzen. Wir beginnen daher mit der
Verifikation der Voraussetzungen fiir dieses Korollar. Die Untergruppe

D= {h(t,1,t%, )|t € F, ¢ =1}
ist eine zyklische Untergruppe der Ordnung ¢/ von P und daher wegen
Pl =¢"(¢" —q+ 1)@ +g+1)(g+1)(g - 1)°

eine {-Sylowgruppe von P. Wegen T' < H ist auch D < H. Auf Grund der Eindeutigkeit
der Bruhat—Zerlegung sind zwei Elemente aus D genau dann in P konjugiert, wenn sie in
(nq) konjugiert sind. Da D zyklisch ist, folgt hieraus bereits:

INp(D)/Cp(D)]| < 2.

Da n, gemifl Tabelle A.23 kein von 1 verschiedenes Element aus D zentralisiert, folgt
weiter

INp(D)/Cp(D)| =2 und Np(D) = (Cp(D),ngy).
In Abschnitt 3.7 hatten wir bereits

Cp(D) = TXpX30+8X30+28
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gezeigt, und gesehen, dass der Zentralisator in P jeder nichttrivialen Untergruppe von D
gleich T'X3X3,43X30+23 ist. Die gleiche Argumentation wie eben zeigt dann, dass der
Normalisator in P jeder nichttrivialen Untergruppe von D gleich Np(D) = (Cp(D),nq)
ist. Um nachzuweisen, dass alle Voraussetzungen von Korollar 5.1.20 erfiillt sind, miissen
wir also nur noch zeigen, dass D eine T I-Untergruppe von P ist. Es sei dazu z € P mit
DnNn*D # {1}. Da D zyklisch ist, wird dann D N*D von z normalisiert. Mit anderen
Worten: z ist im Normalisator einer nichttrivialen Untergruppe von D enthalten. Dieser
ist aber — wie eben gesehen — gleich dem Normalisator von D. Also ist *D = D und
somit D eine T'I-Untergruppe.

Da nun alle Voraussetzungen von Korollar 5.1.20 bestétigt sind, folgt aus Korollar 5.1.20
(angewandt auf P statt G): Die Green—-Korrespondenz (Satz 5.1.17) induziert eine vielfach-
heitserhaltende Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen der nichtprojektiven
unzerlegbaren direkten Summanden von kg 1P und der Menge der Isomorphieklassen der
nichtprojektiven unzerlegbaren direkten Summanden von ky,,( D)TN P(D)  Aus Satz 5.1.21
folgt weiter: Die Green—Korrespondenz (Satz 5.1.17) induziert eine vielfachheitserhaltende
Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen der nichtprojektiven unzerlegbaren
direkten Summanden von kg 1¥ im Block b1s,16,21 und der Menge der Isomorphieklassen
der nichtprojektiven unzerlegbaren direkten Summanden von ky,;( D)TNP (D) im Brauer—
Korrespondenten von b15 1621-

Um eine obere Schranke fiir die Anzahl der nichtprojektiven unzerlegbaren direkten
Summanden von k:HTP im Block b15.1621 zu erhalten, geniigt es also, die unzerlegbaren
direkten Summanden von kNH( D)TN P(D) im Brauer-Korrespondenten von b5 16,21 zu un-
tersuchen. Wegen H < B ist Ng(D) = Cy(D) = Cp(D) N H = TX3443. Somit gilt:

k‘NH(D)TNP(D) = kCH(D)TNP(D) = (kJTXMWTCP(D))TNP(D) . (6.8)

Der Modul krx,,,,1¢7(P) ist liftbar mit gewshnlichem Charakter 17x,, ., ,1¢7(?). Genau
diesen Permutationscharakter hatten wir in Abschnitt 4.12 ausgerechnet und in seine
irreduziblen Konstituenten zerlegt. Wir hatten gesehen (siehe (4.21)):

1740, 1P P)= 1 p) + Cp(D)X] T Cp(D) Xy

An Hand von Tabelle A.49 sieht man mit Hilfe zentraler Charaktere (Lemma 5.1.8), dass
die drei irreduziblen Konstituenten von 17x,, ﬂTCP(D ) in paarweise verschiedenen Blécken
von Cp(D) liegen. Zur Abkiirzung bezeichnen wir fiir den Moment den Hauptblock von
Cp(D) mit by, den Block von ¢, (pyx, mit by und den Block von ¢, (p)x, mit ba. In Ab-
schnitt 5.4 hatten wir auch schon die Zerlegungsmatrizen der Blocke von Cp(D) bestimmt.
Wir hatten dort gesehen, dass jeder Block von Cp(D) genau einen irreduziblen Brauer—
Charakter enthélt und dass die Einschréankung jedes irreduziblen gewohnlichen Charakters
aus einem Block von Cp(D) auf die ¢-reguliren Konjugiertenklassen von Cp(D) gleich
diesem irreduziblen Brauer—Charakter ist (vergleiche die Zerlegungsmatrizen Tabelle 5.3).
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Also gibt es fiir i = 0,1,2 einen einfachen kCp(D)-Modul 1;, der im Block b; liegt, so
dass gilt:

kT X500 177 P) 2 4o © b1 @ ¥y
(hierbei ist ¢ der triviale kCp(D)-Modul). Wegen (6.8) gilt also:

iy ()10 22 g1 M) @y VP gy M (D)

Wir hatten schon gesehen, dass Np(D)/Cp(D) zyklisch von Ordnung 2 ist. Nach Lem-
ma 5.1.12 und Lemma 5.1.13 ist daher fiir ¢ = 0, 1, 2 der Modul 1/%TNP(D) entweder einfach
oder die direkte Summe zweier einfacher Moduln. Da die Blécke by, by und by in Np(D)
paarweise nicht konjugiert sind, liegen fiir 7,5 = 0,1,2, i # j, die unzerlegbaren direkten
Summanden von 1;TVP(P) in einem anderen Block von Np(D) als die unzerlegbaren di-
rekten Summanden von ijNP(D). Damit haben wir gezeigt: Schreibt man k:NH(D)TNP(D)
als eine direkte Summe von unzerlegbaren kNp(D)-Moduln, so liegen davon hochstens
zwei im gleichen Block. Wie bereits oben angedeutet, folgt hieraus mit Korollar 5.1.20
und Satz 5.1.21: Schreibt man die Einschrénkung von M auf den Block b15,16,21 als direkte
Summe von unzerlegbaren Moduln, so sind davon hochstens 2 nicht projektiv!

Nun ist es nicht mehr schwierig, die Struktur der Einschrankung von M auf bi5 16,21
zu bestimmen. Wie in Satz 6.2.2 bezeichnen wir die irreduziblen Brauer—Charaktere in
&E(G,1) mit ¢y, ..., ¢s. Die irreduziblen Brauer—Charaktere im Block ;516,21 bezeichnen
wir wie in Tabelle 5.1 mit (15 und ¢16. Da wir nach Tabelle A.48 wissen, wie sich die
Einschrénkungen der unipotenten Charaktere von G auf P als Linearkombinationen von
irreduziblen gewthnlichen Charakteren schreiben lassen, konnen wir mit Hilfe der Zerle-
gungsmatrizen Tabelle 6.2 und Tabelle 5.1 die Einschrankungen der Brauer—Charaktere

®1,...,¢8 auf den Block bi51621 von P ausrechnen. Diese Einschrénkungen sehen als
Linearkombinationen von @15 und @16 wie folgt aus:

¢1lb15,16,21 = 0

¢2lb15,16,21 = ¥15

¢3lb15,16,21 = Y16

¢4~Lb15,16,21 = Y16

¢5lb15,16,21 = 0

¢6lb15,16,21 = ©15

of—1 -1
¢7~Lb15,16,21 = (T - a) “ 15 + (T - ) * P16
f_
¢8lb15,16,21 = (q - C)ZTl +ac— b+ 1) * P15 +

f_
(q—6)7€21+Q+C)'@16

Im Folgenden bezeichnen wir der Einfachheit halber die einfachen £k P—Moduln mit Brauer-
Charakter @15 bzw. Brauer—Charakter 14 ebenfalls mit 15 bzw. ©ig.
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Wie schon im ersten Beweisschritt zerlegen wir den Modul M in eine direkte Summe
der unzerlegbaren Moduln M; und Ms. Da M; die Kompositionsfaktoren ¢1, ¢4, ¢1 be-
sitzt, ist die Einschrénkung von M; auf den Block b5 1621 von P isomorph zum einfachen
kP-Modul ¢16. Damit haben wir bereits einen nichtprojektiven unzerlegbaren direkten
Summanden der Einschrinkung von M auf bi5,16,21 gefunden. Insbesondere kann die Ein-
schréankung des anderen direkten Summanden My auf by 1621 hochstens einen nichtpro-
jektiven direkten Summanden besitzen.

Der unzerlegbare direkte Summand M besitzt die Kompositionsfaktoren ¢s, ¢2, a - ¢,
¢7, ¢3. Die Einschréankung von My auf bys 16,21 hat also den Brauer-Charakter:

41 41

T'<P15+T'9016-
Wie wir aus Abschnitt 5.2 wissen, gibt es in by5 16,21 (bis auf Isomorphie) genau zwei pro-
jektiv unzerlegbare Moduln, nédmlich die projektive Hiille P(p15) des einfachen Moduls
15 mit Brauer—Charakter NTHng + NT_lcpm und die projektive Hiille P(p16) des einfa-
chen Moduls @16 mit Brauer—Charakter NT_lgplg, + NT‘Hcpw. Da wir bereits wissen, dass
die Einschrénkung von My auf den Block b15,16,21 hochstens einen nichtprojektiven unzer-
legbaren direkten Summanden besitzt, bleiben auf Grund der Brauer—Charaktere nur die
beiden Moglichkeiten:

M2ib15,16,21 = 8015@P(9016) oder
M2ib15,16,21 = 16 @P(SDL%)-

Die Loewy—Struktur von P(¢15) und P(¢i16) kennen wir bereits aus Abschnitt 5.2. Ange-
nommen, es wire Malp,; 16,1 = 016 D P(p15). Aus soc(Ma) = ¢p3 und ¢3lp,5 16, = @16 folgt
dann einerseits (M3 /soc(M2))]p,5 16, = P(©15). Andererseits ist 16 wegen head(Ma) = ¢3
und @3lp,5 1601 = w16 ein Faktor von (Ma/soc(Ma2))ly5 6., €in Widerspruch. Also gilt:

Mlels,w,mg Y15 B P(‘Plﬁ)'

Damit ist gezeigt: Die Einschriankung des unzerlegbaren direkten Summanden M; von
M ist isomorph zum einfachen kP-Modul ¢34, und die Einschréinkung des unzerlegbaren
direkten Summanden My von M ist isomorph zu einer direkten Summe aus dem einfachen
kP-Modul 15 und der projektiven Hiille P(¢16) des einfachen kP—Moduls ¢1¢. Also:

Ml‘l'b15,16,21 = v16 und
M2lb15,16,21 = Y15 @P(‘PIG)-

2

Wir kommen nun zum dritten und letzten Beweisschritt:
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Vergleich von M mit der Einschrinkung von M auf b5 162

Wir behalten die Notation aus den ersten beiden Beweisschritten bei. Wir erinnern noch
einmal daran, dass der direkte Summand Ms von M die Kompositionsfaktoren ¢s, ¢a,
a - ¢6, o7 und ¢3 hat und dass head(Mz) = soc(Mz) = ¢3 gilt. Wir hatten gesehen, dass
die Einschrénkung von M, auf den Block b51621 von P die direkte Summe aus einem zu
15 isomorphen einfachen Modul und einem uniseriellen Modul mit der folgenden Loewy—
Struktur (mit Loewy-Linge ¢/) ist:

O
©16

®15

P16

O— s —0O

P16
O
®15
O
©16
O
Wir erinnern auflerdem an:
¢2~Lb15,16,21 = $15
¢3‘L515,16,21 = Y16 (6.9)
¢6lb15,16,21 = $15-

Wir rufen dariiber hinaus in Erinnerung, dass wir aus Abschnitt 5.2 die Loewy—Struktur
sémtlicher unzerlegbarer Moduln im Block b15 16,21 kennen.

Wir zeigen zunéchst a < 2. Es sei M ein Untermodul von My, der minimal ist beziiglich
der Eigenschaft, einen zu ¢7 isomorphen Kompositionsfaktor zu besitzen. Wir untersuchen
nun die Moduln My und My /M. Es sei x die Vielfachheit von ¢¢ als Kompositionsfaktor
von Ms /My und y die Vielfachheit von ¢g als Kompositionsfaktor von M. Dann gilt also

T +y=a. (6.10)
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Wir unterscheiden nun zwei Fille:

1. Fall: ¢ ist Kompositionsfaktor von Mj:

Dann hat M, die Kompositionsfaktoren ¢7, ¢o2, y - ¢, ¢3, und wegen soc(Ma) = ¢3 gilt
soc(Mp) = ¢3. Auf Grund der Minimalitdt von My gilt aulerdem: head(My) = ¢7. Also
enthélt My einen Untermodul mit den Kompositionsfaktoren ¢o, y - ¢, ¢3 (nédmlich das
Radikal von My). Weil Moly,; 6., ein Untermodul von 15 © P(p16) ist, folgt mit (6.9),
dass y <1 ist.

Wir betrachten nun den Faktormodul Ms/Mj. Im vorliegenden Fall hat My/M, die
Kompositionsfaktoren ¢3, = - ¢6, und es gilt head(Maz/Mo) = ¢3. Weil (Ma/Mo) b5 1601
ein Faktormodul von ¢15 @& P(¢16) ist, folgt mit (6.9), dass z < 2 ist.

Angenommen, es wire z = 2 und y = 1. Dann enthielte My einen Untermodul mit den
Kompositionsfaktoren ¢g, ¢, ¢3. Wegen (6.9) und unserem Wissen iiber die Struktur der
unzerlegbaren Moduln in b5 1621 Wére der einfache Modul ¢15 ein direkter Summand des
Sockels von Molp,s ,4,,- Der Faktormodul Ms/My beséfle dann die Kompositionsfaktoren
¢3, 2¢6. Wegen (6.9) und unserem Wissen iiber die Struktur der unzerlegbaren Moduln
in b15,16,21 wire dann der einfache Modul ;5 auch ein direkter Summand des Kopfes von
(M2/Mo) lpys 16, - Der einfache Modul @15 wire also sowohl isomorph zu einem Faktor-
modul von (Maz/Mo)lp,; 6., als auch isomorph zu einem Untermodul von Mol .- Da
jeder zu 15 isomorphe Faktormodul von Ma|y,; 14 ,, €in direkter Summand von Ma|p,; 4,
ist und jeder zu ¢;5 isomorphe Untermodul von Ms |y, 4., ein direkter Summand von
Mz b5 16, 18t, Wire @15 ein direkter Summand von Ma |, 6, mit Vielfachheit 2. Dies
steht jedoch im Widerspruch zu

SOC(MQJ/b15,16,21) = 915 D pi16-
Also kann = 2 und y = 1 nicht gleichzeitig eintreten, und es folgt:

a=x+y <2

2. Fall: ¢4 ist kein Kompositionsfaktor von Mj:

Der Beweis verlauft weitgehend analog zu Fall 1. Der Untermodul My hat die Kompo-
sitionsfaktoren ¢7, y - ¢g, ¢3, und wegen soc(Ms) = ¢3 gilt soc(My) = ¢3. Auf Grund der
Minimalitét von My gilt auBerdem: head(Mp) = ¢7. Also enthélt My einen Untermodul
mit den Kompositionsfaktoren y - ¢, ¢3 (ndmlich das Radikal von Mp). Weil Molp,; 16,
ein Untermodul von ¢15 @ P(p16) ist, folgt mit (6.9), dass y < 2 ist.
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Im vorliegenden Fall hat Ms/M, die Kompositionsfaktoren ¢s, ¢o, = - ¢, und es gilt
head(Ma/My) = ¢3. Weil (Ma/Mo)lp,; 6, €in Faktormodul von @15 @ P(p16) ist, folgt
mit (6.9), dass z <1 ist.

Angenommen, es wire £ = 1 und y = 2. Dann enthielte M, einen Untermodul mit den
Kompositionsfaktoren 2¢g, ¢3. Wegen (6.9) und unserem Wissen iiber die Struktur der
unzerlegbaren Moduln in by5 16,21 wére der einfache Modul ¢15 ein direkter Summand des
Sockels von Moly,; 16, - Der Faktormodul Ma/My besiBe dann die Kompositionsfaktoren
@3, d2, ps. Wegen (6.9) und unserem Wissen iiber die Struktur der unzerlegbaren Moduln
in b15,16,21 wére dann der einfache Modul ¢15 auch ein direkter Summand des Kopfes von
(M2/Mo) Lbys 160, Der einfache Modul @15 wire also sowohl isomorph zu einem Faktor-
modul von (Maz/Mo)lp,; 6., als auch isomorph zu einem Untermodul von Mylp,; 1,,- Da
jeder zu 15 isomorphe Faktormodul von Ma|p,; ;4 ,, €in direkter Summand von Ma|p,; 164
ist und jeder zu ¢15 isomorphe Untermodul von Ms |p,; ¢, €in direkter Summand von
M3 1py5 160, 18t, Wire @15 ein direkter Summand von Ma |y, 14,, mit Vielfachheit 2. Dies
steht jedoch im Widerspruch zu

SOC(M2lb15,16,21) = 015 D pi16-
Also kann & = 1 und y = 2 nicht gleichzeitig eintreten, und es folgt:

a=x+y<2.

In jedem Fall gilt also a < 2. Aus dem Satz von Geck 6.2.2 wissen wir bereits a > 1.
Angenommen, es wire a = 1. Da M = k:QTG selbstdual ist und der zu M; duale Modul M
nicht isomorph zu Ms ist, sind auch M; und Ms selbstdual. Unter der Annahme a = 1
folgt aus der Selbstdualitit von ¢o, ¢3, ¢ und ¢7, dass Ms/soc(Ms) den Untermodul
B2 © ¢ © ¢7 besitzt. Also hat (Mz/soc(Ma))lp,; 6., nach (6.9) und den Gleichungen auf
Seite 168 mindestens drei Konstituenten im Sockel. Dies widerspricht jedoch

(Ma/s0c(M2))lbys 16.1= P15 © P(p16)/ %16,

weil der zweite dieser direkten Summanden uniseriell ist. Also ist die Annahme ¢ = 1
falsch, und es gilt: a = 2. Das war zu zeigen. |



Anhang A

Tabellen

A.1 Strukturkonstanten

Es sei @ das in Abschnitt 2.1 konstruierte Wurzelsystem vom Typ Dy4. Das Wurzelsystem
® enthilt genau 12 positive Wurzeln. Es seien rq, ra, 13, r4 die in Abschnitt 2.1 definierten
einfachen Wurzeln. Die iibrigen positiven Wurzeln seien wie folgt nummeriert:

s
76
7
T8
T9
710
T11
T12

r1+ 7o,

ro + 713,

ro + 14,

r1+ 1o+ 13,

1+ T2 + Ty,

ro + 13+ 14,

L+ 1ro+ 13+ T4,
r1 4+ 2r9 + 13 + ra.

In der folgenden Tabelle sind die Strukturkonstanten N, fiir alle Wurzeln r,s € ®, s
positiv aufgelistet. Die Strukturkonstanten fiir die iibrigen Wurzelpaare (r,s), r oder s
negativ, lassen sich daraus mit Hilfe von Satz 1.4.1, (a) und (c) berechnen.

Die Strukturkonstante IV,.; befindet sich in der r—ten Zeile und s—ten Spalte. In der Tabelle
sind der Ubersichtlichkeit wegen Nullen durch Punkte ersetzt.
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T1

T2

3

T4

5 6 r7 8

710

T11

T12

T1
r2
r3
T4
5
T6
7
8
9
T10
T11
T12
—r1
—7ro
—r3
—7r4
—r5
—76
—r7
—rg
—r9
—Tri0
—ri
—Tri12

1
-1

1
-1
1

-1
-1

-1
-1
-1 -1 .
-1 . -1

-1

-1
-1

-1
-1

1
1
1

Tabelle A.1: Strukturkonstanten N,

A.2 Operation von W auf T

Tabellen

Wir beschreiben die erzeugenden Elemente w,.,, i = 1,...,4 der Weylgruppe vom Typ Dy
als Elemente von N(T)/T durch ihre Operation auf den Toruselementen: “ri h(ty, to, t3,t4).

Tabelle A.2: Operation der Erzeuger von W auf T

wy, | “rih(ty, t2, t3,t4)
Wy, | Wt o, ta, t3, 1)
Wy | Bty tits ttaty, ts, ty)
Wry | R(t1,ta, tatz )
wry | Bty ta, by, tatyh)
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A.3 F-Konjugiertenklassen von W

Wir beschreiben die F—Konjugiertenklassen der Weylgruppe W durch Angabe von Re-
prasentanten w; als Worte in den Erzeugern wy.,, ..., w,, und durch Angabe von Ordnung
und Isomorphietyp des F-Zentralisators W; := Cw r(w;) = {w € Ww ™ w; F(w) = w;}
von w; in W. Man beachte die gegeniiber Tafel 3.6.2 in Geck [19] abweichende Wahl
von wy.

w; w; als Produkt der Erzeuger [W;| | Isomorphietyp
von W;

wo 1 12 | W=Dy

w1 Wry 4 ZQ X ZQ

wWo Wy Wy Wry 4 Ty X T

w3 Wy Wry Wy Wy Wry Wiy Wy Wyy 24 SLs(3)

Wy Wyy Wy Wy, Wy 24 SLs(3)

Ws Wy, Wy 4 Zy

W6 | Wry Wry Wy Wry Wi Wiy Wiy Wi Wiy Wi Wiy Wy 12 Dqs

Tabelle A.3: F-Konjugiertenklassen von W
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A.4 Maximale Tori von 3Dy(q), ¢ ungerade

In der folgenden Tabelle sind die maximalen Tori T := TEw ) yon GF = 3Dy(q) fiir
ungerades ¢ aufgelistet. Wir geben die Elemente in TZF sowie den Isomorphietyp von TZF
an. Vergleiche Tafel 3.6.2 in Geck [19].

Torus | TF Isomorphietyp

)

2 3_ —
TE | {h(ty, o, 89,69 ) | #8  =4271 =1} Zgp_1 X L1

2 2 3 2 3_
T | {A(teFa, et g gothy @ D) =13 | Zgs g

3 4 2 3 _
Ty | {10 140,10 [T — 13 Z(g3+1)(q-1)
2

T5 | {A(t1, t2, tta, (tf1t2)q+1) |t T = 1} Lg2q+1 X Laz4q41
TF | {h(t1, o, ] %, (125 )0 1) [#90H = 1) z x 7

4 1,102,107 12, (11l i ?—q+1 ?—q+1
TE | {h(t, 10+ 19, 44%) |49~ = 1) Zgs—gp41
TF h —q 44%y @0+ et g 7 7

6 {h(tr, et %t ) [ ] =ty =1} @B+1 X Lg+1

Tabelle A.4: Maximale Tori von G¥

A.5 Halbeinfache Klassen von 3D,(q), ¢ ungerade

In der folgenden Tabelle sind fiir jeden halbeinfachen Klassentyp h; von G = 3Dy(q) fiir
ungerades g Vertreter fiir die zugehorigen halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben.
Wir geben auflerdem die Anzahl der halbeinfachen Konjugiertenklassen in h; an. Vergleiche
Tafel 3.6.3 in Geck [19].
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Typ | Reprisentant Anzahl

hi (1,1,1 1)=1 1

ha ( -1, _1) 1

hs (t t2 t, t) g3

=1;t2#1
hy | h(t,1,t9, tq2) q22+q
2

trratl =1, ¢ £ 1

hs | h(t,1,19,19°) o =a’=q-3
th_l =1, tq2+Q+1 ?é 1’ t2 7& 1

he h(t17t27t1,tq ) q4—4q3+%g2—2q+15

2

t‘“l_tql_l b1 # 1t tg # 1,83 17 T oL gy 42

hz | h(1,t,1,1) %
titl =142 £ 1

hg h(tqQ-l-q’ tq2+q+1, tq3+q2,tq+1) q4_?++1
(@@ -1)(g+1) — 1, 1a° -1 41, ¢t £ 1

hg | h(t, 1,t“1,tq_1) q2;q
1Pt = 1 £ ]

hio | h(t, 1,679,197 oot
e B L N CE

hay | h(t, 60T ¢d" 10 0241
H@®+1)(g-1) — 1, 1a°+1 41,4971 £ 1

hia | h(ty,te, tite, (17 t2)9H)) %

2 2 o

S B A A1

has h<t17t27t1_ ty, (tit; )T 1) %
tq _(I+1 —1: t2 ?é tQ,tl q tQ # 1’t?q

hia h(t, tq +1,tq,tq ) q42q2
0 = £

his | Bty to,t79,10) g2 2 g
g 1ty £ 8ty £ 1 T 2083

Tabelle A.5: Halbeinfache Konjugiertenklassen von 3Dy(q) fiir ungerades ¢
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A.6 Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von *Dy(q),
g ungerade

In der folgenden Tabelle werden fiir jeden halbeinfachen Klassentyp h; von G = 3Dy(q)
fiir ungerades q Vertreter der zu h; gehtrenden halbeinfachen Konjugiertenklassen ange-
geben. Es sei ¢ das multiplikativ Inverse von ¢ + ¢ — 1 modulo (¢3 — 1)(¢ + 1). Da die
beiden halbeinfachen Klassentypen hi und hs jeweils nur genau eine Konjugiertenklasse
enthalten, diirfte es wohl nicht zu Missverstéindnissen fithren, dass wir in diesen beiden
Féllen sowohl den halbeinfachen Klassentyp als auch die von uns gewéhlten Vertreter der
Konjugiertenklassen mit h; bzw. he bezeichnen.

Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
hy:=h(1,1,1,1) 1
hg = h(—=1,1, -1, —1) 1
h3(i) == h({3, 30, 88, D) i=0,..., q—2 33
i#0, 13t
. . 2, 2
ha(i) := h(g5, 1,83, ¢47%) i=0,...,¢2+q Lt
i#0
1=0,..., q372
- - 2 3 2
hs(i) = h(¢5,1,83%, 45 ") it (q—1l, 1=0,..., @ 4qg+1 a®—a®—q-3
3
i 1
i=0,...,4° =2
i=0,...,q—2
i#0
j#0
- i i zqi zq%i . 2 a*—4¢3 424224415
he (i, 5) = h(¢3,¢1,C3 +¢3 ) i # (¢ +q+ 1) — 1
oder j #1, 1=0,..., q—2
i (®+q+ 1)l
oder j #2l, 1=0,...,q—2
i#£j+(@-Dl, 1=0,..., ®+aq
i#£2i+ (-1, 1=0,...,¢>+¢
hr(i) := h(1,€5%,1,1) i=0,...,q L
i #0, Tt
i=0,..., @+ —q-2
2 . 2 . 3 2y . . . 4
hg (i) i= h(p§? TO, gl Farhe glattatyer glateiy |y o gL, 1=o0,..., @ -2 L=2ot]
i# (@@ -1, 1=0,...,q
) i (a—1)i ) 2_
ho(i) = h(@, 1,85 1, o671 i=0,...,4%—q et
i#0
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Fortsetzung
Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
i=0,...,q¢°
- - . 3 3_g244—
hio(i) := h(€5, 1,657, €3 ") 1750,(’;1 q q;rq 1
i# @+, 1=0,...,4> — ¢
i=0,...,q" — ¢ +q—2

. i . 3 1)i - 4. _ 2.
ha1(i) i= h(ih, 7§ TH1 a7 5370

i#(q—1)1, 1=0,...,¢°

a* 24341
1

o o
h12(i, ) = h(Bh, #5, $37 T, G{IT DD,

i# (P +1), 1=0,...,9-2
i=0,...,4°+q
j:O,H.,q2+q

j #0,—2qi

2i # j, (1 — q%)j

a*+2¢4%3—¢% 24
24

o e i
hi13(4, ) == h(3k, @5, @5 1T )i=d)y

Ll

2
s 49T —q

i=0,...,4°—¢q
Jj #0,2qi

2i # j, (1 — q%)j

a* =243 g% 124
24

‘ By es o2 4_ 2
h1a(i) = h(3ly, 318 TV, 895, 89, i=0,..,q" = q? e
i#0
i.=O,.A . q
j=0,...,q
i#0
o s i r—qi 7q2i . 4_2¢342¢2 4943
has (s ) = h(G, 8, & 7,80 #0 B

i# (g2 —q+1)loderj#2l, 1=0,...
i#j+ @+, 1=0,...,4° —q
i#£2j+(qg+1Dl, 1=0,...,¢2—¢q

R

5 q

Tabelle A.6: Reprisentanten der halbeinfachen Klassen von 3Dy(q), ¢ ungerade
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A.7 Die Konjugiertenklassen von 3D,(q), ¢ ungerade

Die folgende Tabelle enthéilt eine vollstiandige Auflistung der Konjugiertenklassen von
G! =3D,(q) fiir ungerades g. Zur Wahl der Bezeichnungen der Konjugiertenklassen ver-
gleiche man den Unterabschnitt ,,Gemischte Klassen®“ in Abschnitt 3.1. In der Tabelle A.7
sind ¢ € F ein Nichtquadrat mit (¢ = (, a € F mit a?’ = a, a? # a, ferner s € F eine
primitive 2(q? —1)-te Einheitswurzel und r € F eine Nullstelle des Polynoms X9 — X +s971.

Name | Représentant 1Cspy(g)l
o |1 q"*(® -1)%(¢" —* +1)
1,1 T3a425(1) q?(¢° - 1)
c1,2 zq(1) (¢* - 1)
ci3 | 2p(Dz2a4s(—=1) | 2¢°(¢* +q+1)
cra | 2p(Wz2045(=C) | 2¢°(¢* —q+1)
c15 | Ta(D)Zatps(a) ¢°
ci6 | wa(Dzg(l) q*
C2.0 ha q4(q6 - 1)(‘12 -1)
2,1 hox3a125(1) *(¢°—1)
c22 | hawa(l) *(*—1)
23 | hawg(l)z2a4p(—1) | 2¢
c24 | harg(1)raat5(—C) | 2¢*
€3,0 h3 P® = 1)(g—1)
3,1 h3xq(1) “(g-1)
€40 ha A*—1)2(g+1)
4,1 har3a125(1) @ -1)
cap | harg(D)rzars(l) | ¢*(?+q+1)
5,0 hs (@ -1)(¢* - 1)
Cs5,1 h5r3a425(1) q(¢® —1)
6,0 he (¢*—1)(g—1)
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Fortsetzung
Name | Reprisentant 1C3p4()|
cro | hr ¢*® —=1)(g+1)
cr1 hrx2a45(1) ?(g+1)
8,0 hsg (> =1)(g+1)
9,0 he (@ +1)%(g—1)
€91 ho3a+25(1) A +1)
coo | hotp(s)x3a15(5)T3ar28(r) | ¢*(® —q+1)
c10,0 | hio a(¢® +1)(¢* = 1)
c10,1 | P10®3a425(1) a(¢® +1)
C11,0 hi1 (¢ +1)(g—1)
ci2,0 | hi2 (¢* +q+1)?
c13,0 | his (> —q+1)?
C14,0 hig - +1
ci5,0 | his (@ +1)(g+1)

181

Tabelle A.7: Liste der Konjugiertenklassen und Zentralisatorordnungen von 3Dy(q) fiir

ungerades ¢
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A.8 Halbeinfache Klassen von B

In der folgenden Tabelle sind fiir jeden halbeinfachen Klassentyp h; von B

= BY Vertreter

fiir die zugehorigen halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Wir geben auflerdem
die Anzahl der halbeinfachen Konjugiertenklassen in h; an.

Typ | Repréasentant Anzahl

hi | h(1,1,1,1) =1 1

hy | h(-1,1,-1,-1) 1

hs | h(-=1,-1,—1,-1) 1

hy | h(1,-1,1,1) 1

hs | h(t, 1,8, %) ?+q
el =1 ¢ £ ]

he | h(t,t?,t,t) q—3
tl =112 #1

hr | h(t,t,t,t) q—3

=112 #£1

hg h(l,t,l,l) q—3
Tl =112 41

ho | h(t2, 4070+ (24 4207 P —q¢—q-3
L = et L] 2 £ ]

th h(t7 tq2+q+17 tq7 tqz) q3 - q2 —q— 3
-l = el L] 2 £ ]

hiy | h(t,1,19,49°) P—q—q—3
=1 = @l £ ] 42 £

h12 h(tl,tg,tl,tl ) q4 — 4(]3 + 2(]2 — 2(] + 15

2

T ST Sty £ Lty by £ 18240 T Ly 12

Tabelle A.8: Halbeinfache Konjugiertenklassen von B
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A.9 Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von B

In der folgenden Tabelle werden fiir jeden halbeinfachen Klassentyp h; von B = B Ver-
treter der zu h; gehorenden halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Da die halb-
einfachen Klassentypen hi,...,hs jeweils nur genau eine Konjugiertenklasse enthalten,
diirfte es wohl nicht zu Missverstindnissen fithren, dass wir in diesen Fillen sowohl den
halbeinfachen Klassentyp als auch die von uns gew&hlten Vertreter der Konjugiertenklas-
sen mit hq, ..., hs bezeichnen.

Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
hy:=h(1,1,1,1) 1
hg = h(-1,1,—1,—1) 1
hs = h(-1,-1,-1,-1) 1
hg :=h(1,-1,1,1) 1
. . 2.
hs (i) := h(p5, 1,45, 85 °) i=0,....,4°+¢ @ +q
i#0
. —1
1#0,%5
i #0, 45t
hs(i) == h(1,¢i,1,1) i=0,...,q—2 q-3
i#0, 5t
i=0,...,¢5 -2
e~ o o 2 .
ho(i) = (G5, G, G767 | i @=L I=0, @ +a+1 | ¢ " —q—3
it Tt
i=0,...,¢5 -2
~. ~. ~ o~ 2.
th(i)::h(Cé’Cizcgl) gl) l#(%_l)l’l:0ﬁ7q2+q+l q3_q2_q_3
T -
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Fortsetzung

Definition

Parameterbereich

Anzahl der
Klassen

~. zqi X 27:
ha1() :== h(¢%,1,¢5°,¢5 )

i=0,...,¢3—2

i# (-1 1=0,...,¢>+q+1
3

@ —q*>—q-3

i 7 rqi 7q3i
hi2(i, ) :== h(¢%,¢1,¢5°,¢5 )

i L

i=0,...,¢° =2

J=0,...,q—-2

i#£0

J#0

i#(@®+q+1)loderj#l, 1=0,...,q—2
i#(@?+q+Dloderj#2l, 1=0,...,q—2
175‘7+(q_1)la l:07-~~:f12+q
i#2+(@—-Dl, 1=0,...,¢4*+¢

gt — 4¢3 +2¢> —2¢+ 15

Tabelle A.9: Reprisentanten der halbeinfachen Klassen von B
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A.10 Unipotente Klassen von B

In der folgenden Tabelle sind Informationen iiber die unipotenten Konjugiertenklassen von
B = BY zusammengestellt. Fiir jede unipotente Konjugiertenklasse von B geben wir die
in der vorliegenden Arbeit gewéhlte Bezeichnung ¢; ; und die zugehérige Bezeichnung in
Geck [19], Représentanten der mit ¢; ; bezeichneten Klassen, die Anzahl dieser Klassen
sowie die Zentralisatorordnung an. Zur Wahl der Parameter i, a, b, ¢ sei auf den Unter-
abschnitt ,, Unipotente Klassen“ in Abschnitt 3.2 verwiesen. Vergleiche auch Tafel 3.8.3 in

Geck [19].
Bezeichnung | Bezeichnung | Reprisentant « Anzahl | |Cp(u)|
in Geck [19]

€1,0 B 1 1 (@ -1)(g—-1)
1,1 By T3a426(1) 1 q"*(¢* - 1)
1,2 Bs r3044(1) 1 (¢ -1)
c1,3 By za(1) 1 #(-1)
C1,4 Bs $2a+ﬁ(1) 1 qw(q -1)
1,5 Bg Tatp(l) 1 #(g-1)
16 B, 25(1)2045(1)T30+5(2) | 1 ¢
c1,7 By zq(1) 1 q"(¢—1)
c1g By z(1)30+p(1) 1 ¢*(¢* +q+1)
1,9 Bio zg(1)x2a+5(—1) 1 2q
1,10 By Tatp(1)23015(1) 1 2¢°
€111 Bis za(1)z30428(—1) 1 2q"
C1,12 B%’b) 25(1)220+5(C")230+5(D) % ¢
1,13 By zg(1)x2045(—C) 1 2¢°
1,14 Bis Tatp(1)23a+5(¢) 1 2¢°
1,15 Bis T (1)230128(—C) 1 2q"
Bl | 2p(D)r2aes(rsarsd) | 5|
B | wa(Deass(a) e+l | ¢
1,18 Big To(1)z(1) 1 ¢

Tabelle A.10: Unipotente Konjugiertenklassen von B
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A.11 Die Konjugiertenklassen von B

Die folgende Tabelle enthélt eine vollstindige Auflistung der Konjugiertenklassen von
B = BY'. Zur Wahl der Bezeichnungen der Konjugiertenklassen vergleiche man den Un-
terabschnitt ,, Gemischte Klassen® in Abschnitt 3.2. In der Tabelle A.11 ist { € F ein Nicht-
quadrat mit (¢ = (. Die Parameter (i,b) in den Reprisentanten der unipotenten Klassen
vom Typ c112 bzw. ¢1,16 durchlaufen die Parametermengen Iy bzw. I mit |[;| = q23
bzw. |I3| = % wie sie im Unterabschnitt ,,Unipotente Klassen“ in Abschnitt 3.2 defi-
niert sind. Der Parameter o’ in den Repriisentanten der unipotenten Klassen vom Typ
c1,17 durchléuft die Parametermenge I3 mit |I3] = ¢ + 1, die ebenfalls im Unterabschnitt

,, Unipotente Klassen“ in Abschnitt 3.2 definiert ist.

Name | Repriisentant |CgF]

co |1 ¢ (¢* - 1)(g—1)
c1,1 Z3a+28(1) a2 (¢* - 1)
C1,2 $3a+ﬁ(1) qll(q3 -1)
c1,3 rg(1) F*—1)
C1,4 Z2a+3(1) g —1)
c1s | Tarp(l) g —-1)

ce | 2p(D)z2ars(D)T3045(2) | ¢

cr | 2a(1) q"(g—1)

cs | 2(1)zsats(l) *@®+q+1)
cro | z5(1)22a44(—1) 2¢°

C1,10 $a+6(1)$3a+6(1) 2(]8

c1,11 za(l)l"m-s-zﬁ(fl) 2q7

criz | 28(1)22045(C)T3a15(b) | ¢

cri3 | 28(1)220+5(—C) 2¢°

€1,14 Tatp(1)T3045(C) 2¢°

C1,15 To(1)T3a428(—() 2q"

cie | 2p(1)220+5(C)T3046(0) | ¢°

C1,17 xa( JTayp(a’) q°

C1,18 xa( )x ( ) q4

€2,0 ha q*(¢* = 1)(g—1)
C2,1 hox30125(1) ‘(¢ - 1)
C2,2 hoxq(1) q*(¢—1)

c2,3 hota(1)T30428(—1) 2¢*

€24 hota(1)z30+28(—C) 2¢*
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Fortsetzung
Name | Repriisentant |Cgr|
3,0 hs3 (¢ —1)(g—1)
3,1 h3zayp(1) q*(g—1)
3,2 h3x3a45(1) (¢ - 1)
3,3 h3ats(1)T3a4(1) | 2¢*
C3.4 hsats(1)z3at(C) | 2¢*
C4.0 ha q4(q3 -1)(¢g—-1)
ca1 hazg(1) *(¢*—1)
C4,2 haxaayp(1) q*(g—1)
C4,3 h4$ﬁ(1)$2a+ﬂ(—1) 2q4
C4.4 hyzg(1)22a48(—C) | 2¢*
C5.,0 hs P®—1)(g—1)
Cs,1 hsx(1) P —1)
C5,2 hs304+5(1) >®—1)
C5,3 h5x30425(1) A®—1)
Cs5.4 h5x5(1)x3a+5(1) q2(q2 +q+ ].)
C6,0 he A -1)(g-1)
C6,1 hexa(1) ?lg—1)
7,0 h7 P —1)(g—1)
€71 hrxayp(1) ?(g—1)
cso | hs @ —1)(g—1)
8,1 hgxoa+3(1) ?(g—1)
9,0 hg q(¢®* —1)(g—1)
co1 | hoxs(l) q(q* = 1)
ci0,0 | hio q(¢®> —1)(g—1)
€101 | h1o%sa+s(1) q(¢® — 1)
C11,0 hi1 Q(qs -1)(¢—-1)
C11,1 h11$3a+25(1) Q(QS - 1)
€12,0 hia (¢ -1)(¢g—1)

Tabelle A.11: Liste der Konjugiertenklassen und Zentralisatorordnungen von B
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A.12

Tabellen

Fusionen der Konjugiertenklassen von B in 3D,(q)

Die ¢; ; in der linken Spalte der folgenden Tabelle bezeichnen Klassentypen von B = B”,
die in der rechten Spalte Klassentypen von 3D,(q) = GF'.

Konjugiertenklasse von B

Konjugiertenklasse von 2Dy(q)

C1,0 C1,0
C1,1 C1,1
C1,2 C1,1
C1,3 C1,1
C1,4 C1,2
C1,5 C1,2
C1,6 C1,2
C1,7 C1,2
C1,8 C1,3
€1,9 C1,3
C1,10 C1,3
C1,11 C1,3
Cl_ylg(l',b) Cl,3
C1,13 C1,4
C1,14 C14
C1,15 C1,4
c1,16(4,b) €14
01’17((1’) C1,5
C1,18 C1,6
€20 C2,0
C2,1 €21
C2,2 C22
C23 C2.3
C2.4 C2.4
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Fortsetzung
Konjugiertenklasse von B | Konjugiertenklasse von 2Dy(q)
C3,0 C2.0
3,1 C2,2
C3,2 C2.1
3,3 2,3
€34 €24
C4,0 C2.0
C4,1 C2.1
C4,2 €22
C4,3 C2,3
C4.4 C2.4
cs,0(1) ca,0(%)
c5,1(%) ca,1(4)
C5,2(’L.) 0471(2')
¢s,3(4) ca,1(7)
c5,4(%) ca,2(4)
c6,0(%) c3,0(7)
c6,1(4) c3,1(4)
C770(7:) 63’0 (Z)
c7,1(7) cs,1(1)
cs,0(%) ¢3,0(%)
cs,1 (%) c3,1(7)
c9,0(7) cs0 (2 +q—1)i
c9,1(4) es1 (P +q—1)i
c10,0(4) ¢5,0(1)
c10,1(%) cs,1(7)
c11,0(%) 05,0(1:)
c111(%) cs5,1(4)
c12,0(4,7) c6,0(2,7)

Tabelle A.12: Fusionen der Konjugiertenklassen von B in 2Dy(q)
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A.13 F-Konjugiertenklassen von Wrp,,

Wir beschreiben die F'~Konjugiertenklassen der Weylgruppe Wt,, der Levi-Untergruppe
Lp durch Angabe von Reprisentanten w; als Worte in den Erzeugern w,,, wy, und wy,
und durch Angabe von Ordnung und Isomorphietyp des F—Zentralisators W; N Wt,,,
(W; wie in Tabelle A.3). Wir bezeichnen die Reprisentanten der F-Klassen von Wr,,
mit wg bzw. wsy, weil sie mit den Représentanten wy bzw. we der F—Klassen von W aus
Tabelle A.3 iibereinstimmen.

w; | w; als Produkt der Erzeuger | |W;| | Isomorphietyp von
W; N'Wy, P

wo 1 2 (W) =27

w9 Wy Wey Wy 2 Zo

Tabelle A.13: F-Konjugiertenklassen von Wr,,

A.14 Maximale Tori von Lp

In der folgenden Tabelle sind die maximalen Tori T von Lp = (Lp)F aufgelistet (i = 0, 2).
Wir geben die Elemente in TzF sowie den Isomorphietyp von TIF an. Vergleiche auch
Tabelle A.4.

Torus | TF Isomorphietyp

)

2 3 _
T | {h(tr,to, 1,87 ) [t =13 =1} | Zgp_y X Zga

Tg {h(t, tqg"l‘l, tq47 tq2) | t(q3+1)(q_1) = ]_} Z(q3+1)(q71)

Tabelle A.14: Maximale Tori von Lp
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A.15

In der folgenden Tabelle sind fiir jeden halbeinfachen Klassentyp h; von Lp Vertreter fiir
die zugehorigen halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Wir geben auflerdem die

Halbeinfache Klassen von Lp

Anzahl der halbeinfachen Konjugiertenklassen in h; an.

Typ | Représentant Anzahl
hi | h(t,t%,t,t) g—1
trl =1
2 3-2)(¢g—1
hs h(3t1,t2,t‘{,t‘{ ) (¢ —2)(g-1)
i = =t £ 8
hy | At 104 g ) A
HPHD@-1) = 1 491 £ 1

Tabelle A.15: Halbeinfache Konjugiertenklassen von Lp

A.16 Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von Lp

In der folgenden Tabelle werden fiir jeden halbeinfachen Klassentyp h; von Lp Vertreter

der zu h; gehorenden halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben.

Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
ha (i) == ({3, 3, ¢3¢ i=0,...,q—2 q—1
i=0,...,¢3—2
C i e 2 3_ _
ha(i, ) = (G, ¢, GG j=0,....q-2 e
i#(@®+q+1)loderj#2, 1=0,...,q—2
) 3 . 4. 2. 3¢, _
hs(i) = (i, Ayt TV A ) | i=0,...,¢* —q® +q -2 s

Tabelle A.16: Reprisentanten der halbeinfachen Klassen von Lp
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A7

Die folgende Tabelle enthélt eine vollstindige Auflistung der Konjugiertenklassen von
Lp = (Lp)¥. Zur Wahl der Bezeichnungen der Konjugiertenklassen vergleiche man den

Die Konjugiertenklassen von Lp

Unterabschnitt ,,Gemischte Klassen“ in Abschnitt 3.3.

Name | Représentant | |Cr, |
co | h *(¢° = 1(g—1)
ci1 hizq(1) ?(g-1)
€2,0 ho (q3 - 1(g—1)
cs0 | hs (@®+1D(g—1)

Tabelle A.17: Liste der Konjugiertenklassen und Zentralisatorordnungen von Lp
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A.18 [F—Konjugiertenklassen von W,

Wir beschreiben die F-Konjugiertenklassen der Weylgruppe W, der Levi-Untergruppe
Lg durch Angabe von Reprisentanten w; und durch Angabe von Ordnung und Isomor-
phietyp des F~Zentralisators W; N Wy, (W; wie in Tabelle A.3).

w; | w; als Produkt der Erzeuger | |[W;| | Isomorphietyp von
W;nN WLQ

wo 1 2 (Wr,)F =2

wy Wy, 2 Lo

Tabelle A.18: F-Konjugiertenklassen von W,

A.19 Maximale Tori von L

In der folgenden Tabelle sind die maximalen Tori T = T (Fo; ) yon Lg = (LQ)F auf-
gelistet (¢ = 0,1). Wir geben die Elemente in TZF sowie den Isomorphietyp von TZF an.
Vergleiche auch Tabelle A.4.

Torus | TF Isomorphietyp

1

2 3 _
TE | {h(ty, to, t9,¢9) | ¢7 =111 =1} Zgp 1 X Lg

2 2 3, 2 3
T | {R(e 9, et o oty @ D@ — 1) | Zs gy )

Tabelle A.19: Maximale Tori von Lq
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A.20 Halbeinfache Klassen von L

In der folgenden Tabelle sind fiir jeden halbeinfachen Klassentyp h; von Lg Vertreter fiir
die zugehorigen halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Wir geben auflerdem die
Anzahl der halbeinfachen Konjugiertenklassen in h; an.

Typ | Représentant Anzahl
hy | h(t2, 147 ot 42a 4207 @B -1
0’1 =1
2 3-1)(g—2
ho hgtlitg,t‘f,t;f ) o (T-1(a2)
tf =t =t £ TIT
hs h(tq2+‘1, e+l 4+ ¢+ @
HP=Da+) = 1 49°-1 £ ]

Tabelle A.20: Halbeinfache Konjugiertenklassen von Lg

A.21 Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von L

In der folgenden Tabelle werden fiir jeden halbeinfachen Klassentyp h; von Lg Vertreter
der zu h; gehorenden halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Zur Definition von ¢
siehe A.6.

Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
hl(z) = h(~§i7§i7<~§qi7<~§qzi) 7;:07"'7q3_2 q3_1

i=0,...,¢°—2
P i 5j Fqi 7q2i . 3_ —

ha(i, ) = h(G4, & GG j=0,...,q-2 e=ye=a

i # 2l oder j # 1,
1=0,...,¢5—-2

2 . 2 . 3 2 . . 3_
h3(’b) = h(,l]éq +q)m7ﬂ§q +‘1+1)C7'7,a§q +q )Cl7ﬂé‘1+1)cz) i = 07 o q4 + q3 —q- 2 Q(QQ 1)

Tabelle A.21: Représentanten der halbeinfachen Klassen von L
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A.22 Die Konjugiertenklassen von L

Die folgende Tabelle enthélt eine vollstindige Auflistung der Konjugiertenklassen von
Lg = (LQ)F . Zur Wahl der Bezeichnungen der Konjugiertenklassen vergleiche man den
Unterabschnitt ,, Unipotente und gemischte Klassen®“ in Abschnitt 3.4.

Name | Reprisentant | |Cr,|
€1,0 hi q(¢®* —1)(¢* = 1)
ci1 hixp(1) a(¢® —1)
C2,0 ha (QS —1D(g—1)
3,0 h3 (¢® = 1)(g+1)

Tabelle A.22: Liste der Konjugiertenklassen und Zentralisatorordnungen von Lg
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A.23 Halbeinfache Klassen von P

In der folgenden Tabelle sind fiir jeden halbeinfachen Klassentyp h; von P = P Vertreter
fiir die zugehorigen halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Wir geben auflerdem

die Anzahl der halbeinfachen Konjugiertenklassen in h; an.

Typ | Repréisentant Anzahl

hi | h(1,1,1,1) =1 1

he | h(-1,1,—1,-1) 1

hs | h(-1,-1,—1,-1) 1

ha | h(t,t,t,t) qg—3
til =112 #1

hs | h(1,t,1,1) q—3
1l =1, #1

h6 h(tv 1’#17#12) 112%

2

teratl =1 ¢ £1

hy | h(t, 10+ e 4% ¢ - —q-3
= = el L] 42 £

hs | h(t,1,19,17°) £od e
0l =1 e L] 2 £ ]

hg h(tl, tz, t<1]’ t<1]2) q4—4q3+22q2—2q+15

3 2

T =t = Lt A Lty by £ 183 ] T 1,43

hio | h(t, 1,679,197 o
Ot = 1 ¢ £ ]

hll h(tv latiqvtqz) qg_q22+q_1
P+l =t L] 42 £

h12 h(t,tq3+1,tq47tq2) q4722q3+1
@ +D(a-1) = 1 4+ £ g9l £ ]

Tabelle A.23: Halbeinfache Konjugiertenklassen von P = PF
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A.24 Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von P

In der folgenden Tabelle werden fiir jeden der 12 halbeinfachen Klassentypen h; von
P = P¥ Vertreter der zu h; gehoérenden halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben.
Da die halbeinfachen Klassentypen hi, he und hz jeweils nur genau eine Konjugierten-
klasse enthalten, diirfte es wohl nicht zu Missverstéindnissen fiihren, dass wir in diesen
Féllen sowohl den halbeinfachen Klassentyp als auch die von uns gewéhlten Vertreter der
Konjugiertenklassen mit hj, he bzw. hs bezeichnen.

Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
hy :=h(1,1,1,1) 1
ho = h(—1,1,—1,—1) 1
h3 :=h(—1,—1,—1,—1) 1
h4(7’) :h(éiz’?l)givé{) i:07"'7q_2 q_3
. —1
i1#0,%5
hs(i) == h(1,¢E,1,1) i=0,...,q—2 q—3
i #0, 451
. . 2. 2
he (i) := h(@5, 1,85, 39 " i=0,....,¢+q (N
i#0
i=0,...,¢3—2
~ o~ s o~ 2
h7(l):h(<§)<iv glz gl) i#(%_l)lvl:Ovquz‘i‘q*“l (13—(12—(1—3
i St
i=0,...,¢°—2
~. ~ s o~ 2
hs(i) = h(E5,1,C8,C8) iA (-1 1=0,....¢ +q+1 st
. ®—1
i # 5

i=0,...,¢3 -2
7=0,...,9—2
i#0
ho(i, 5) = h(C3, &, G4, %) j#0 2=4q’ 420"~ 20+15
i# (P +q+1)loderj#1, 1=0,...,q—2
i#(@®+q+1)loderj#2, 1=0,...,q—2
i#j+ (@@=, 1=0,....,¢*+4¢
i#2j+(q—-1Il, 1=0,...,¢>+¢

. ~3 ~—qi ~(g—1)1 . _
hio(i) == h(@5, 1,65 7,89V | i=0,...,¢ —¢q -9
i£0
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Fortsetzung
Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
i=0,...,¢
~ ~gi g2 . 3 3_g24qg—
han (i) = h(€},1,€59,€4°") i#0, Lo te-l

\ \ i=0,...,¢*—®+q—2
. i 1)i -~ i a2i . 4 3
hi2(i) = h(iy, ms" TV A ) | i# (@— 1L 1=0,...,63 2741

Tabelle A.24: Reprisentanten der halbeinfachen Klassen von P = PF
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A.25 Die Konjugiertenklassen von P

Die folgende Tabelle enthélt eine vollstindige Auflistung der Konjugiertenklassen von
P = PF¥. Zur Wahl der Bezeichnungen der Konjugiertenklassen vergleiche man den Un-
terabschnitt ,,Gemischte Klassen“ in Abschnitt 3.5. In der Tabelle A.25 ist ( € F ein
Nichtquadrat mit (¢ = ¢. Der Parameter a’ in den Reprisentanten der unipotenten Klas-
sen vom Typ ¢; ¢ durchlduft die Parametermenge I3 mit |I3| = ¢+1, die im Unterabschnitt

,,Unipotente Klassen“ in Abschnitt 3.2 definiert ist.

Name | Reprisentant |Cp|
c1,0 1 *2(¢® = 1)(¢g—1)
c1,1 T30428(1) q2(¢® - 1)
c1,2 Z3a+3(1) g —1)
c1,3 Z2a+3(1) *°(¢—1)
c1a | za(l) q"(g—1)
cas | 2(1)zsats(1) 2¢°(¢®* +q+1)
C1,6 To(1)T3a425(—1) 2q"
c1,7 Tatp(1)T30+5(C) 2¢°(¢* —q+1)
c1,8 To(1)T3a428(—() 2q"
C1,9 xa(l)faJrﬁ(a/) q6
€1,10 zo(L)zs(1) q!
€2,0 ha q*(¢® = 1)(qg—1)
c21 how30125(1) *(¢° - 1)
€2,2 haxq(1) q*(q—1)
c2,3 hoto(1)23at2(—1) | 2¢*
€24 howo (1)@30428(—C) | 2¢*
€3,0 h3 q*(¢* = 1)(g—1)
€31 h3xayp(1) q*(g—1)
3,2 h3w3a4p(1) ‘(¢ - 1)
33 | hatarp(Dasars(l) | 2¢*
3,4 hstots(1)z3045(C) | 2¢*
cao | ha ¢@®=1)(g—1)
€41 haza (1) ?(g—1)
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Fortsetzung

Name | Représentant |Cp|

5,0 hs P —1)(g—1)
Cs,1 hsz2a45(1) ?lg—1)

6,0 he A®—1)(g—-1)
C6,1 hexs(1) P(¢®—-1)

C6,2 hexza+p(1) Q?(Q?’ -1)

6,3 he3a+25(1) A —1)

C6,4 hexs(1)z30+5(1) AP +q+1)
€70 hr a(¢®*—1)(g—1)
c7.1 h723a45(1) q(¢® - 1)

8,0 hg q(¢®> —1)(g—1)
81 hsw3a+25(1) q(q® - 1)

9,0 hg (¢*=1)(g—1)
c0,0 | hio AP +1)(g-1)
c10,1 | P10%3a+25(1) (¢ +1)

cr02 | ho7s(8)T3a15(5D)T3a125(r) | ¢*(¢° —q+1)
€11,0 hi1 q(®+1)(g—1)
cii,1 | h11xsaq2s(1) q(¢® +1)

ci2,0 | hi2 (@+1)(g—1)

Tabellen

Tabelle A.25: Liste der Konjugiertenklassen und Zentralisatorordnungen von P = P¥
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A.26 Fusionen der Konjugiertenklassen von B in P und @)

Die ¢; j in der linken Spalte der folgenden Tabelle bezeichnen Klassentypen von B = B,
die in der mittleren Spalte Klassentypen von P = P¥ und die in der rechten Spalte Klas-
sentypen von Q = QY. Zur Berechnung der Fusionen vergleiche man die Abschnitte 3.5
und 3.6.

Konjugierten— | Konjugierten— | Konjugierten—
klasse von B klasse von P klasse von @)
C1,0 €1,0 €1,0

C1,1 C1,1 C1,1

C1,2 C1,2 C1,1

C1,3 C1,2 C1,2

C1,4 C1,3 C1,3

1,5 C1,3 C1,4

C1,6 C1,3 C1,5

C1,7 C1,4 C1,4

C1,8 C1,5 C1,6

C1,9 C1,5 C1,7

C1,10 C1,5 C1,8

C1,11 C1,6 C1,8
01}12(2’,1)) 61’5 Cl’g(Lb)
C1,13 C1,7 C1,10
C1,14 C1,7 C1,11
C1,15 C1,8 C1,11
c1,16(4,b) c1,7 c1,12(,0)
c1a7(a’) c19(a’) €1,13
C1,18 C1,10 C1,14

€2,0 C2,0 C2.0

C2,1 €21 €2,1

2,2 C22 C2.2

€23 €23 €2,3

C2.4 C2.4 C2.4
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Fortsetzung

Konjugierten—
klasse von B

Konjugierten—
klasse von P

Konjugierten—
klasse von ()

C3,0 €3,0 2,0

C3,1 C3,1 €2,2

C3.2 C3,2 C2.1

€33 €33 C2,3

C3.4 C3,4 2,4

C4,0 C3,0 €3,0

Cq,1 C3,2 C3,1

C4,2 €3,1 €3,2

Cq4,3 €33 €3,3

Cq.4 C3,4 C3,4

Cs O(Z) Cé 0(’6) Ce O(Z)

¢s,1(1) ce,1(%) ce,1(7)

c5,2(%) c6,2(1) ce,2(1)

cs,3(1) ce,3(1) ce,2(1)

cs,4(1) ce,4(1) c6,3(%)

c6,0(1) 4,0(7) ca0(i)

c6,1(7) 14,1(%) ca,1(7)

cr,0(4) 5,0(%) ¢s,0(%)

c7,1(1) 5,1(7) cs,1(1)

cs,0(7) ¢s,0(7) c5,0(7)

cs,1(1) cs,1(1) cs5,1(4)

c9,0(1) cro ((¢® +q—1)i) | ero(d)

co,1(%) cra ((¢®+q—1)i) | er1()

c10,0(1) cr.0(i) N G
c10,1(7) cr,1(4) 8,1 ;q3+q22+q+1i
c11,0(7) cs,0(1) cs o (TLELHEL
011,1(1.) 0871(1) Cs.1 —q3+q;+q+1i
c12,0(4, ) c9,0(7, ) c9,0(7, )

Tabelle A.26: Fusionen der Konjugiertenklassen von B in P und @
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A.27 Fusionen der Konjugiertenklassen von P in Dy(q)

Die ¢; ; in der linken Spalte der folgenden Tabelle bezeichnen Klassentypen von P = Pf,
die in der rechten Spalte Klassentypen von 3Dy(q) = GF'.

Konjugiertenklasse von P | Konjugiertenklasse von Dy(q)
C1,0 C1,0
C1,1 C1,1
€1,2 C1,1
C1,3 C1,2
C1,4 C1,2
C1,5 C1,3
C1.6 C1,3
C1,7 C1,4
C1,8 C1.4
c1,9(a’) 15
C1,10 C1,6
C2,0 C2,0
C2.1 C2,1
C2.2 C2.2
C2.3 C23
C2.4 C2.4
C3.,0 C2.0
C3,1 C2.2
C3,2 C2.1
C3.3 C2,3
C3,4 C2.4
C4’0(2) Cg’o(i)
6471(2‘) CgJ(Z')
cs,0(1) c3,0(%)
05’1(2') 03,1(i)
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Fortsetzung

Konjugiertenklasse von P

Konjugiertenklasse von 3Dy(q)

c6,0(1) ca,0(%)
c6.1(1) c4,1(1)
ce,2(1) c,1(1)
Ce, 3(7) C4,1(i)
Ce 4(2) C4,2(Z’)
7.0(1) cs,0(1)
7,1(7) cs,1(1)
cs0(i) cs,0(17)
cs,1(%) ¢5,1(4)
co,0(7,7) c6,0(%, )
c10,0(4) co,0(1)
010,1(1) co,1(%)
c10,2(1) co,2(1)
c11,0(4) c10,0(%)
c11.1(7) ¢10,1(%)
c12,0(4) c11,0(1)

Tabelle A.27: Fusionen der Konjugiertenklassen von P in 3Dy(q)
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A.28 Fusionen der Konjugiertenklassen von P in Lp
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Die ¢; ; in der linken Spalte der folgenden Tabelle bezeichnen Klassentypen von PF, die
in der rechten Spalte Klassentypen von Lp = (Lp)¥.

Konjugiertenklasse von P

Konjugiertenklasse von Lp

C1,0 01,0(0)

C1,1 c1,0(0)

C1,2 C1,0(0)

€13 c1,0(0)

C1.4 61,1(0)

C1,5 01,0(0)

1,6 c1,1(0)

% c1,0(0)

C1,8 c1,1(0)

01,9(61/) 01,1(0)

1,10 c11(0)

€2,0 c10(%50)

2,1 c10(%5)

C2.2 01,1(‘17;1)

g—1
C2.3 01,1(7)
C2,4 Cl,l(q;gl)
37 —_

3,0 c2,0(" 5, 45
C3.1 02,0(q32_1a q;*l)
3,2 02,0(q3§1’ =)
c3,3 Cz,o(qu_l, q%l)
3,4 c20(L5E, )
ca,0() c1,0(7)

cq,1(1) c1,1(4)

cs,0(1) c2,0(0,1)
cs,1(1) c2,0(0,1%)




206

Fortsetzung
Konjugiertenklasse von P | Konjugiertenklasse von Lp
c6,0(1) c2,0((g —1)i,0)
ce,1(7) c2,0((q — 1),0)
ce,2(%) c2,0((¢ —1)i,0)
ce,3(%) c2,0((g —1)i,0)
ce,4(7) c2,0((q — 1)i,0)
67’0(7;) CQ,O(ia Z)
C7,1(Z') 6271(2., Z)
ngo(i) CQ’O(l’, 0)
Cg,l(i) 62,1(2.3 O)
co,0(%,7) c2,0(1, 5)
¢c10,0(%) cs0((q® — 1)i)
c10,1(%) c30((¢* — 1)i)
c10,2(1) c30((¢® = 1)i)
C11,0(i) C3,0((‘1 —1)i)
c11,1(%) c30((q — 1)7)
c12,0(%) c3,0(1)

Tabelle A.28: Fusionen der Konjugiertenklassen von P in Lp
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A.29 Halbeinfache Klassen von ()

In der folgenden Tabelle sind fiir jeden halbeinfachen Klassentyp h; von Q = Q¥ Vertreter
fiir die zugehorigen halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Wir geben auflerdem
die Anzahl der halbeinfachen Konjugiertenklassen in h; an.

Typ | Repréasentant Anzahl

hy | R(1,1,1,1) =1 1

hy | h(=1,1,—1,—1) 1

hs h(l,-1,1,1) 1

hy | h(t,t?,t,t) qg—3
il =112 #£1

hs | h(1,t,1,1) a3
il =112 #£1

he | h(t,1,t9,t7°) 2 +aq
et = 1 ¢ £

hr | MAE, fqzwﬂgtzq’ 120°) ¢ - —q-3
gl = g et L] 42 £

hs | h(t, i T 1907 ¢ —¢*—q—3
tqg_l =1, t¢12+q+1 ?é 1’ +2 ?é 1

2 4_ 4.3 2_

ho h(stl,tz,t‘{,t({ ) . q*—4q +22q 2¢+15
9 =t =t A Lty ty £ LR 8] T 1y, 83

hio | h(1,t,1,1) a=1
tatl =1, 12 #£1

hay | B(t7Fa ¢’ Fatl ga*+a’ qatl) q47§q+1

H@®=Da+D) = 1 4°~1 £ ] g9+l £ ]

Tabelle A.29: Halbeinfache Konjugiertenklassen von Q = QF
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A.30 Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von (@)

In der folgenden Tabelle werden fiir jeden halbeinfachen Klassentyp h; von Q = QF Ver-
treter der zu h; gehorenden halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Zur Definition

von c¢ siehe A.6.

Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
hy :=h(1,1,1,1) 1
hg :=h(—=1,1,—-1, —1) 1
h3 := h(1,—-1,1,1) 1
ha(i) := h({E, 34,05, CD) i=0,...,q—2 q-3
i#0, 45t
hs(i) i= h(1,{},1,1) i=0,...,q—2 93
170, 950
. N 2
he (i) := h($3,1, 85", @5 ") i=0,...,4> +4q @’ +q
i £ 0
i=0,...,q° -2
oy ~i o~ s 2 - P
he(i) = h(31, 84,837,859 i#(qsfl)l, 1=0,...,¢2+q+1 ¢ —q?—q-3
i 4 ;1
i=0,...,¢° -2
S —os =02 .
hg (i) := h({5, ¢}, 8%, 897 i#(q— DI, 1=0,...,¢> +q+1 @ —q*>—q-3
P it
i=0,...,q° -2
j=0,...,9—2
i #0
ho(ir §) = h(E}, &, &1, 8871 j#£0 VAR VLES Vil YES T
i# (@2 +q+1)
oder j #1, 1=0,...,9—2
i# (a® +q+ 1)l
oder j #2l, 1=0,...,9—2
i#£j+(@—1l, 1=0,...,¢>+¢
i#£2j+(@—1l, 1=0,...,¢°+¢
h1o(i) := h(1,£5%,1,1) i=0,...,q 21
i#0, 25t
i=0,...,¢ +¢®>—q—-2
2 . 2 ; 3 2 ; ; P 4
h11(d) s= A(RST T pla”FattDel platdaet platbely | gy, 1=0,...,¢° —2 et
i# (> —1), 1=0,...,q

Tabelle A.30: Repriisentanten der halbeinfachen Klassen von Q = QF

Tabellen




Tabellen 209

A.31 Die Konjugiertenklassen von ()

Die folgende Tabelle enthélt eine vollstindige Auflistung der Konjugiertenklassen von
Q = QF'. Zur Wahl der Bezeichnungen der Konjugiertenklassen vergleiche man den Un-
terabschnitt ,, Unipotente und gemischte Klassen“ in Abschnitt 3.6. In der Tabelle A.31 ist
¢ € F ein Nichtquadrat mit ¢4 = ¢, a € F mit a? = a,a? # a. Der Parameter (7,b) in den
Reprisentanten der unipotenten Klassen vom Typ c1 9 durchlduft die Parametermenge Iy
mit |[;] = q23 und der Parameter (i,b) in den Reprasentanten der unipotenten Klassen
vom Typ ¢ 12 durchliuft die Parametermenge I mit |Io| = T' Die Parametermengen

I; und I5 sind im Unterabschnitt ,,Unipotente Klassen“ in Abschnitt 3.2 definiert.

Name | Reprisentant |Coql

c1,0 1 ¢"*(¢° = 1)(¢* — 1)
€11 T3a424(1) " (¢* - 1)

1,2 zs(1) ¢*(¢® - 1)

13 T20+5(1) q"°(¢* - 1)

C1,4 33a+6(1) qg(q - 1)

15 25(D)220+5(1)T30425(2) | ¢°

1,6 z5(1)z30+5(1) (@ +q+1)
L7 25(1)r20+5(—1) 2¢°

1,8 Tatp(1)23045(1) 2¢°

c19(i,b) | 5(1)T20+5(¢")T3015(b) | ¢
C1,10 2g(1)x2048(—C) 2¢°
C1,11 Torp(l)w a-s-ﬁ(o 2¢°
c112(6,0) | 25(1)T2015(C")T3045(b) | ¢°

C1,13 To(1)Taqp(a) q°

C1,14 To(1)zp(1) q*

2,0 ha ¢*(¢* = 1)(¢g—1)
C2.1 h2$3a+2ﬂ(1) q4(q3 - 1)

C2,2 h2l’a(1) q4(q - 1)

6273 hzxa(l)xga_;,_gﬁ(*l) 2q4

2.4 hoza(1)z30+25(—C) 2¢*

3,0 h3 ¢*(¢* = 1)(¢> = 1)
C3,1 hsxs(1) q*(¢® - 1)

C3.2 h3$2a+[>’(1) q4(q2 -1)

C3.3 hgzl,‘g(l)diga_’_g(*l) 2q4

€34 haxp(1)220+(—C) 2q*

cao | ha ¢*(¢* = 1)(g—1)
C4,1 h417a(1) qg(q - 1)
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Fortsetzung

Name | Repriisentant |Cql

C5,0 hs P —1)(g—1)
Cs,1 hsx2a+5(1) “(g—1)

6,0 he A*-1)(¢*-1)
C6,1 hexs(1) *(¢® 1)

C6,2 her3a+25(1) (¢ —-1)

6,3 hexp(1)xsa+s(1) | ¢*(¢* +q+1)
cro | hr q(¢® = 1)(¢* = 1)
c7.1 hrxp(1) q(¢® - 1)

€8,0 hg q(¢®—1)(g—-1)
8,1 hgx3a45(1) a(¢®—1)

€9,0 hg (¢* —1)(¢g—1)
ci0,0 | hio A —1)(g+1)
ci0,1 | hio®2a4(1) ?(g+1)

ci,0 | hi (¢° = 1)(g+1)

Tabellen

Tabelle A.31: Liste der Konjugiertenklassen und Zentralisatorordnungen von Q = Q¥
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A.32 Fusionen der Konjugiertenklassen von Q in 3Dy(q)

Die ¢; j in der linken Spalte der folgenden Tabelle bezeichnen Klassentypen von @ = QF',
die in der rechten Spalte Klassentypen von 3Dy(q) = GF'.

Konjugiertenklasse von @ | Konjugiertenklasse von 3Dy(q)
C1,0 C1,0
C1,1 C1,1
C1,2 C1,1
C1,3 C1,2
C1,4 C1,2
C1,5 C1,2
C1,6 C1,3
C1,7 C1,3
C1,8 C1,3
c1,9(7,0) €13
C1,10 C1,4
C1,11 C1,4
c1,12(4,b) C1,4
C1,13 C1,5
C1,14 C1,6
C2.0 €2,0
C2.1 C21
C2,2 €2,2
€23 €23
C2.4 C2.4
C3,0 €2,0
C3,1 C2.1
C3,2 C2,2
C3,3 €23
C3.4 C2.4
ca,0(1) c3,0(7)
0471(7:) 0371(7:)
05,0(i) 63}0(7;)
05,1(i) 0371(2‘)
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Fortsetzung
Konjugiertenklasse von @ | Konjugiertenklasse von 3Dy(q)
c6,0(%) ca,0(1)
C6,1(i) C471(i)
c6,2(1) ca1(17)
Cg’g(i) C4’2(7;)
c7,0(4) cs0((¢® +q— 1))
cr7,1(4) 51 ((¢* + g — 1))
cs,0(4) cs,0(1)
C&l(i) C571(i)
c9,0(i,7) c6,0(1,7)
c10,0(%) 07’0@
¢10,1(4) cr1(i)
ci1,0(7) cg,0(i)

Tabelle A.32: Fusionen der Konjugiertenklassen von @ in 3Dy(q)
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A.33 Fusionen der Konjugiertenklassen von () in Lg
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Die ¢; j in der linken Spalte der folgenden Tabelle bezeichnen Klassentypen von @ = QF,
die in der rechten Spalte Klassentypen von Lg = (Lg)¥".

Konjugiertenklasse von Q)

Konjugiertenklasse von Lg

C1,0 c1,0(0)

1,1 c1,0(0)

C1,2 01,1(0)

1,3 c1,0(0)

C1,4 c1,0(0)

C1,5 01,1(0)

C1,6 01,1(0)

% c1,1(0)

c18 c1,0(0)

0179(Z', b) 0171(0)

1,10 ¢1,1(0)

C1,11 01,0(0)

01,12(Z., b) 01,1(0)

C1,13 C1,0(0)

C1,14 01,1(0)

€2,0 Cz,o(q;_l,())

c2,1 02,1(q3;1,0)

C2,2 02,2(q3;1a0)

2,3 02,3(‘132_1,0)

C2.4 c2,4(4 {1,0)

€3,0 C1,0(q32_1)
®=1

C3,1 C1,1( 2 )

3,2 C1,0(q3§1)

3,3 C1,1(q32_1)

3,4 c1,1(q‘2_1)

ca,0(%) c2.0((¢* + g+ 1)i, 24)

c,1(1) ca.0((¢® + g+ 1)i,2i)

C570(Z') 0270(0, Z)

cs,1(1) 2.0(0,1)
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Fortsetzung

Konjugiertenklasse von () | Konjugiertenklasse von L
c6,0(%) c1o(—52 (g — 1)i)
c6,1(7) c1a (=52 (g — 1)i)
¢6,2(%) 1 0( >1(q — 1)i)
ce,3(1) c11 (=552 (g — 1)i)

7,0(1) c1,0(1)

7.1(%) c1,1(7)
cs,0(i) c2,0(i, 1)
Cg 1 (’L) 6270(1., Z)
c9,0(%, ) c2,0(7, )
c10,0(%) cz0((g® —1)i)
c10,1(4) c30((g® —1)i)
c11,0(4) c3,0(1)

Tabelle A.33: Fusionen der Konjugiertenklassen von @ in Lq
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A.34 Die Konjugiertenklassen von Cp(D)

Die folgende Tabelle enthélt eine Auflistung der Konjugiertenklassen von Cp(D) (zur
Definition von D vergleiche Abschnitt 3.7). Als Vertreter fiir die halbeinfachen Konjugier-
tenklassen von Cp(D) haben wir die gleichen Vertreter wie fiir die halbeinfachen Konju-
giertenklassen der Boreluntergruppe B gewihlt. Bezeichnung und Parametrisierung der
halbeinfachen Klassen von Cp(D) kénnen daher den Tabellen A.8 und A.9 entnommen

werden.

Name | Représentant 1Ccp()l

o |1 ¢*(¢® = 1)(g—1)
1,1 T30425(1) A*—1)

c1,2 Z3a+5(1) P(¢®—-1)

as | zp(1) ¢*(¢° = 1)

C1,4 23(1)z3045(1) (@ +q+1)
c20 | he a(¢® = 1)(g—1)
C2,1 hot3a125(1) q(¢® - 1)

€3,0 hs a(¢®*—1)(¢g—1)
3,1 h3x3a15(1) q(q—1)

cao | ha q(q® = 1)(g—1)
can | hazp(1) (¢’ - 1)

¢s0 | hs (a® —1)(g—1)
5,1 hs@3a423(1) @ -1)

C5,2 hsz3a45(1) P(®—1)

5,3 hsx(1) *(q> - 1)

C5,4 hszg(1)azsars(l) | ¢*(¢* +q+1)
6,0 he (¢ =1)(¢g—-1)
cro | hr (¢ = 1(g—1)
8,0 hsg (¢ =1(g—-1)
co0 | ho (g’ = 1)(g—1)
o1 hoxp(1) q(¢® - 1)

c00 | ho a(¢> = 1)(¢ - 1)
ci0,1 | h1o®3a45(1) q(¢® —1)

C11,0 hi1 ‘I(qg - D(g—-1)
111 | hiizsates(l) a(¢®—1)

c12,0 | hi2 (¢ - 1(g—-1)

Tabelle A.34: Liste der Konjugiertenklassen und Zentralisatorordnungen von Cp(D)
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A.35 Die unipotenten Charaktere von *D,(q), ¢ ungerade

Die folgende Tabelle enthilt die Werte der unipotenten Charaktere von 3D,(q) fiir unge-
rades q. Man beachte, dass im Vergleich zur generischen Charaktertafel in CHEVIE die

dritte und vierte Zeile vertauscht sind.

C1,1 €1,2 €1,3
1 1 1 1
le1] q —(¢* —q) q > +q
[p1] : 1P (P +1) P+ ¢
[p2] Pla+ D" —?+1) -3 (P —2¢9—-1) 5P(g+1) 0
3Dy[—1] 3 -1P@ -1 -ife-1) 0
SD41] | 5¢%(q — —¢*+1) 3PP -2¢+1) —38q-1) ¢
[e2] ' —q q’ 0 0
St 1 0 0 0
Fortsetzung
€14 1,6 €20 €21 €2,2
1 1 1 1 1
el | (@ —q) 0 q 0 q
[p1] 0 0 %(q4+q3+q+1) % +1) é((ﬁl)
[p2] ¢ 0 §(q4+q3+q+1) 7 +1) s5(g+1)
3Dy[-1] ¢ 0 —3(@*—d—q+1) 3(*-1) 3(q@-1)
3Dy[1] 0 0 —i¢*-¢d-q+1) 3(A-1) (-1
[e2] 0 0 7 3 0
St 0 0 ¢ 0
Fortsetzung
2,3 c30(1)  c31(d) c10(9) c4,1(4)
1 1 1 1 1
[e1] 0 1 1 P+qg-1 g—1
[p1] @+ -1) ¢#+1 1 e +1 1
[p2] (¢* — +1) ¢#+1 1 *+q q
3Dy[—1] P — 24+1) 0 0 0
SD41] | —3(* + —1) 0 0 ¢F-¢—-q+1 —(¢g-1)
2] 0 7 0 —(F--9q q
St 0 ¢ 0 3 0

Tabellen
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Fortsetzung
cap(i) cs50(i) esa(i) ceoli,g) croli) era(i)  csoli)
1 1 1 1 1 1 1 1
[e1] -1 q 0 1 -1 -1 -1
[p1] 1 q+1 1 2 0 0 0
[p2] 0 q+1 1 2 0 0
3Dy[—1] 0 0 0 0 P$-1 -1 0
3Dy[1] 1 0 0 0 @e-1 -1 0
[€2] 0 1 1 1 q 0 1
St 0 q 0 1 —¢° 0 -1
Fortsetzung
c9,0(1) cg,1(i)  co2(i) cr00(i) cr0,1(d) c11,0(4)
1 1 1 1 1 1 1
[e1] —(*—q—-1) g+1 1 q 0 1
[p1] 0 0 0 0 0 0
2] | P+ —q—1 —(¢g+1) -1 0 0 0
3Dy[—1] ¢ -1 -1 -1 g—1 -1 0
SDy[1] —(¢* = q) q 0 g—1 -1 0
] | —(¢®+¢*—q) q 0 -1 -1 ~1
St — 0 0 —q 0 -1
Fortsetzung
c120(4,5) c130(4,75) c1a0(i) ci50(4,5)
1 1 1 1 1
[61] -2 2 0 -1
[pl] 2 0 —1 0
(2] -1 -3 0 0
3Dy[—1] 0 —2 1 —2
3Dy[1] 3 1 0 -2
[e2] -2 2 0 -1
St 1 1 1 1

Tabelle A.35: Werte der unipotenten Charaktere von 3Dy(q), ¢ ungerade
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Tabellen

A.36 Parametrisierung der irreduziblen Charaktere von Lp

In der folgenden Tabelle sind die Parameterbereiche fiir die irreduziblen Charaktere von

Lp angegeben.

Name Parameterbereich Anzahl der
Charaktere

prl(k) k:077q_2 q_l

LpXo(k) | k=0,...,9—2 g—1
k=0,...,¢3—-2

LPX3(k7l) l:07---7q_2 %(q3_2)(q_1)
kE#0

LpXy(k) | k=0,...,¢" —¢* +q—2 5a%(qg—1)
E#(@+1)m,m=0,...,q—2

Tabelle A.36: Parameter fiir die irreduziblen Charaktere von Lp

A.37 Charaktertafel von Lp

Die folgende Tabelle ist die Charaktertafel der Levi-Untergruppe Lp. Zur Bezeichnung
der Konjugiertenklassen vergleiche man Tabelle A.17. Zur Wahl der Parameter k und [
vergleiche man Tabelle A.36.

c1,0(7) c1.1(1) ca0(,7) c3.0(4)
a® | a* | g z r
LpXa(F) ¢ 0 gk ik
Loxs(k, 1) | (& + 1)¢ik+2il | ikt 2il ékC{l n CgikC§k+l)j 0
exa(k) | (@ -1k | =gt 0 Tk

Tabelle A.37: Charaktertafel von Lp
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A.38 Parametrisierung der irreduziblen Charaktere von Lg

In der folgenden Tabelle sind die Parameterbereiche fiir die irreduziblen Charaktere von
Lg angegeben.

Name Parameterbereich Anzahl der
Charaktere
LQXl(k) k:()?"'7q372 q371
LoXy(k) | k=0,...,¢° =2 ? -1
k=0,...,¢°—2
3_ —
LoXg(kD) | 1=0,...,q—2 2y 2]
140

3_
LoX (k) | k=0,...,¢" +¢* —q—2 de D)

k#(@+1)m, m=0,...,¢°> -2

Tabelle A.38: Parameter fiir die irreduziblen Charaktere von Lg

A.39 Charaktertafel von L

Die folgende Tabelle ist die Charaktertafel der Levi-Untergruppe L¢g. Zur Bezeichnung
der Konjugiertenklassen vergleiche man Tabelle A.22. Zur Wahl der Parameter k& und [
vergleiche man Tabelle A.38.

c1,0(i) c1,1(7) c2.0(i, 5) e30(i)
LoX, (k) C2ik ¢2ik i Céqz_qﬂ)ik
Lo Xy (k) q¢3* 0 i _ ek
roxa(k ) | (a+ GG | Gl | gl + g™ 0
roxsk) | a-DGE | 0 g

Tabelle A.39: Charaktertafel von Lq



220

A.40 Parametrisierung einiger Charaktere von B

In der folgenden Tabelle sind die Parameterbereiche fiir die in Abschnitt 4.5 berechneten

Charaktere der Boreluntergruppe B = B angegeben.

Name | Parameterbereich | Anzahl der
Charaktere

Bxi(k) | k=0,...,¢% -2 # -1

BX2 1

Bxs(k) | k=0,...,q—2 g—1

BX4 1

Bx5(k) | k=0,...,4* +¢ ?+q+1

Bxg(k) | k=0,....4° =2 # -1

A.41 Charaktere von B

Die folgende Tabelle enthilt die Werte der in Abschnitt 4.5 berechneten Charaktere der
Boreluntergruppe B = Bf'. Zur Bezeichnung der Konjugiertenklassen vergleiche man Ta-

Tabelle A.40: Parameter fiir Charaktere von B

belle A.11. Zur Wahl der Parameter k vergleiche man Tabelle A.40.

€1,0 c1,1 c1,2
BX1 (k) q—1 qg—1 g—1

Bx2 | (@—1D*+q+1) (@-D*P+q+1D) (¢—-1D*(P+q+1)
Bx3(k) a(¢® - 1) a(g®* —1) a(@® - 1)

BX4 Ala—-1(*-1) Alg—-1(-1) Alg—-1(*-1)
BXx5 (k) ?(qg—1)? ?lg—1)2 —¢*(q—1)
BXe(k) q*(¢—1) —¢* 0
Fortsetzung

c1,3 C1,4 c1,5
BX1 (k) -1 qg—1 g—1

Bx2 | —(@a—D(@®+q+1) (g—1D*(®>+q+1) (¢—1D*(¢>+q+1)
BX3(k) 0 Cale® —1) —q

BX4 0 Alg—-1(-1) —¢*(qg—1)
BX5 (k) q(g—1)(g+1) 0 0
Bx6 (k) 0 0 0
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Fortsetzung
C1,6 C1,7 C1,8
BX1 (k) -1 qg—1 -1
BXx2 | —(@a—1(@®+q+1) —(¢—1) —(g—1(¢*+q+1)
Bx3(k) 0 q(¢® - 1) 0
BX4 0 0 0
BX5(k) —q 0 —q(qg+1)
Bx6 (k) 0 0 0
Fortsetzung
C1,9 C1,10 C1,11
BX1 (k) -1 g—1 qg—1
Bx2 | —(@—-D(@+q+1) (@-D*(¢®+q¢+1) —(¢-1)
Bx3(k) 0 —q a(q® — 1)
BX4 0 -¢*(q—1) 0
BXs5(k) —q(g+1) q*(¢—1) 0
BXe(k) 0 0 q?
Fortsetzung
C1,12 €1,13 C1,14
BX1 (k) -1 -1 g—1
BX2 | —(@—D(?+q+1) —(¢g—1(¢®+q+1) (¢—D*¢®+q+1)
BX3(k) 0 0 —q
BX4 0 0 —¢3(qg—1)
x5 (k) —q(qg+1) q(g—1) —¢*(q—1)
BXe(k) 0 0 0
Fortsetzung
C1,15 C1,16 C1,17 C1,18 €20
BXx1 (k) q—1 -1 g—1 -1 0
Bxa | —(¢q—1) —(@—D(FP+q+1) —(¢g—1) 1 0
Bxs(k) | a(¢®> — 1) 0 —q 0 0
BX4 0 0 0 0 0
BX5(k) 0 q(g—1) 0 0 0
Bxe(k) | —¢* 0 0 0 (=D*@g-1)
Fortsetzung
21 c2,2 2.3 C2,4 €3,0 c3,1
X1 (k) 0 0 0 0 0 0
BXa 0 0 0 0 0 0
Bx3(k) 0 0 0 0 (-DF(®—-1) —(-1)*
BX4 0 0 0 0 0 0
BXs (k) 0 0 0 0 0 0
Bxs(k) | —=(=D)% (=D*(g—1) —(=DF —(=D)k 0 0
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Fortsetzung
C3,2 €3,3 C3,4 €4,0 C4,1 C4,2
Bx1 (k) 0 0 0 DFg-1) —(DF (-1F@-1)
BX2 0 0 0 0 0 0
Bxz(k) | (=DF(@—-1) —(-DF —(-1)F 0 0 0
BXa4 0 0 0 0 0 0
Bx5(k) 0 0 0 0 0 0
BXs(k) 0 0 0 0 0 0
Fortsetzung
4,3 Cc4.4 c5,0(4) c5,1(12) c5,2(4)
, - (@ +a)ik -3 (@P+a)ik  —L(P+a)ik
pxa(k) | —(—DF  —(—1)k oy 2 OFOE Gy 2@ N CE)
BXo 0 0 0 0 0
Bx3(k) 0 0 0 0 0
BXa4 0 0 (V. 0 0
BX5 (k) 0 0 (g —1)%p¥ —(q—1)piF —(g—1)piF
BXs (k) 0 0 (g — 1) 0 0
Fortsetzung
c5,3(%) ¢5,4(4) c6,0(4)  c6,1(%) c7,0(%) c7,1(4)
— 12 i — 1.2 -
By (k) o5 5 (a +q)1k(q —1) N 3 (@"+q)ik 0 0 0 0
BXo 0 0 0 0 0 0
Bxs(k) 0 0 0 0 GReP-1) =gk
BX4 0 0 0 0 0 0
BX5(k) (g —1)%¥ oy 0 0 0 0
BXs(k) —qpiF 0 0 0 0 0
Fortsetzung
cs,0(1) c81(l)  co0(d)  co1(d) ci0,0(1) c101()) c11,0(8)  c111()  c12,0(,5)
sx1(k) | 0 0 GFla-1 —GF 0 0 0 0 0
BXo 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Bxs (k) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
BX4 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Bx5(k) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
BXs(k) 0 0 0 0 0 0 GFg—-1) =ik 0

Tabelle A.41: Charaktere von B
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A.42 Konjugiertenklassen von Up

In der folgenden Tabelle sind die Konjugiertenklassen des unipotenten Radikals Up auf-
gelistet. Zur Wahl der Parameter vergleiche man Abschnitt 4.6.

Name Reprisentant Anzahl | |Cy,|
u1(d) T30426(d) q Up| = ¢°
deT,

25(d1)Za+5(d2)T20+5(d3)T30-+5(ds)
UQ(dl, da, ds, d4) (dl,dg, d3,d4) S ]Fq X Fqs X ]Fqs X Fq q8 —1 q8
(dl) d27 d37 d4) 7& (07 07 07 0)

Tabelle A.42: Konjugiertenklassen von Up

A.43 Parametrisierung der irreduziblen Charaktere von Up

In der folgenden Tabelle sind Parameter fiir die irreduziblen Charaktere von Up aufgefiihrt.
Unter Irr(IF,) bzw. Irr(FF,3) verstehen wir die irreduziblen Charaktere der additiven Gruppe
von [F; bzw. Fgs. Man vergleiche auch Abschnitt 4.6.

Name Parameter Charaktergrad | Anzahl
Xo1,62,:03,00 | (91,02, 03, Pa) 1 ¢
€ Irr(Fy) x Irr(Fs) x Irr(Fys) x Trr(Fy)
Xo ¢ € Ir(Fy), ¢ # 1 q* q—1

Tabelle A.43: Parameter fiir die irreduziblen Charaktere von Up
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A.44 Charaktertafel von Up

Die folgende Tabelle ist die Charaktertafel des unipotenten Radikals Up. Zur Bezeichnung
der Konjugiertenklassen vergleiche man Tabelle A.42. Zur Wahl der Parameter ¢1,..., ¢4
und ¢ vergleiche man Tabelle A.43.

u1(d) ug(di, dg, ds, dy)

X 1,862,634 1 ¢1(d1)2(d2)d3(ds)pa(ds)
Xo q*o(d) 0

Tabelle A.44: Charaktertafel von Up

A.45 Parametrisierung der irreduziblen Charaktere von P

In der folgenden Tabelle sind die Parameterbereiche fiir die irreduziblen Charaktere von P
angegeben.

Name | Parameterbereich Anzahl der
Charaktere

x1 (k) k=0,...,q—2 g—1

xz (k) k=0,...,q—2 g—1
k=0,...,¢° -2

x3(k, 1) 1=0,...,q—2 %(quQ)(qfl)
k#0

xa(k) | k=0,....¢"—¢®+q-2 1%(g—1)

k¢(43+1)m7m:0,7q—2

X5(k) k:07"'7q3_2 q3_1
X6 1
x7 (k) k=0,...,q—2 q—1
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Fortsetzung
Name | Parameterbereich | Anzahl der
Charaktere
X9 1
X10 1
xi(k) | k=0,...,¢> +¢q 3?49
k#0
X12 1
X13 1
x1a(k) | k=0,...,¢>—¢ 1?9
k0
X15 1
X16 1
X17 1
X18 1
X19 1
X20 1
x21(k) | k=0,...,¢%—2 2(q® - 3)
3_1
k# 0,95
x22(k) | k=0,...,¢ %(43*1)
k#0, A
# b 2

Tabelle A.45: Parameter fiir die irreduziblen Charaktere von P

A.46 Charaktertafel von P
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Die folgende Tabelle ist die Charaktertafel der maximalen parabolischen Untergruppe P.
Zur Bezeichnung der Konjugiertenklassen vergleiche man Tabelle A.25. Zur Wahl der
Parameter k,[ vergleiche man Tabelle A.45. Die Charaktertafel von P héingt von einem
Parameter ¢ ab, der die Kongruenzklasse von ¢ modulo 4 angibt. Der Parameter § nimmt
die Werte 6 = 1 oder § = —1 an. Man beachte, dass der Charakter yg kein irreduzibler
Charakter, sondern die Summe von ¢ + 1 verschiedenen irreduziblen Charakteren von P
vom Grad q(q — 1)%(¢> + ¢ + 1)(¢® + 1) ist.
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Tabelle A.46: Charaktertafel von P

C1,0
x1(k) 1
x2(k) ¢
xa(k,1) ¢ +1
xa(k) ¢ -1
x5 (k) (¢—1(¢*+1)
X6 (=X +q+D)(F+1)
x(k) a(¢® = 1)(¢* +1)
xs | qlg— 1)2(q+ D(¢® +q+1)(¢* +1)
X9 ¢*(¢ —1)*(¢* +1)
X10 g —1)%(¢® +1)
x11(k) s ( -1 +1)
X12 ¢(¢® = 1)(¢* - 1)
X13 (¢ —1)(¢* - 1)
x14(k) 913(112 -1)(¢* -1
X15 q4(q -1)
X16 q7(q - 1)
X17 3¢ (¢ - 1)(* +1)
X18 34— (P +1)
X19 34" (a—1)(¢* = 1)
X20 %q‘l(q - 1)((13 -1)
x21(k) g*(g—1)(¢* +1)
x22(k) q* (¢ —1)(¢* - 1)
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Fortsetzung
€11 C1,2
x1(k) 1 1
x2(k) ¢ ¢
xa(k, 1) ¢ +1 ¢ +1
xa(k) ¢ -1 ¢ -1
x5 (k) (¢-1)(*+1) —(¢* —q+1)
X6 (¢—DX*+q+1)(F+1) —(q=)(@+q+1)(*—q+1)
x7 (k) q(¢® = 1)(¢* +1) qlg—=1)(¢" +q+1)
xs | 4@+ (@ +q+1)(@+1)  qlg—1)*g+1)(*+q+1)
Xo 3¢%(a—1)*(¢* + 1) 3¢°(¢* —2¢+1)
X10 53— 1)2*(¢* +1) 30°(¢* —2q+1)
x11 (k) ¢*(¢—1)*(¢* + 1) (¢ —2¢+1)
X12 33— (g+ (P +q+1) —-3(¢° —¢%)
X13 38 —1)(¢* - 1) -5 - 1)
x14(k) P = 1)(¢* - 1) —¢*(¢* - 1)
X15 —q* 0
X16 —q" 0
X17 —2(q" + ¢ 0
X18 —3(q" +q*) 0
X19 —3(" —q*) 0
X20 —-3(¢" — ¢ 0
xa1(k) —q¢*(¢*+1) 0
x22(k) —q*(q-1)(¢ +q+1) 0
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Fortsetzung
€1,3 C1,4

x1(k) 1 1
xz2(k) ¢ 0
x3(k,1) @ +1 1
xa(k) @ -1 -1
xs (k) qg—1 q—1

X6 —1)*(¢* +q+1) —(q—1)
xz (k) Q(q3 -¢*-1) q(¢—1)(g+1)

xs |alg+D)(¢* =2 +¢* —q+1) —qlg—1)(g+1)

X9 —3¢*(q—1) 0

X10 —5¢°(q—1) 0
x11(k) —¢*(q—1) 0

X12 fl(q‘* ) 0

X13 ?lg—1) 0
x1a(k) (q 1) 0

X15 0 0

X16 0 0

X17 0 —5(* =%

X1s 0 3¢ — %)

X19 0 —1(¢* - ¢

X20 0 1q* - ¢
x21(k) 0 0
Xa2 (k) 0 0
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Fortsetzung
15 16
x1(k) 1 1
xz2(k) ¢ 0
x3(k, 1) @ +1 1
xa(k) ¢ -1 -1
x5 (k) ¢ +q-1 q—1
xe | (@—D(@+q+1)(@*+q-1) —(g-1)
x7 (k) —q(¢®* +q+1) q(q—1)(q¢+1)
X8 —q(¢— )@+ D(P#+q+1) —qlg—1)(g+1)
X9 a 0
X10 7 0
x11 (k) 2¢° 0
X12 0 0
X13 0 0
x14(k) 0 0
X15 0 ¢
X16 0 0
X17 0 P+ ¢
X1s 0 —3(¢* = ¢*)
X19 0 1 -
X20 0 —2(*+¢?)
xa1(k) 0 7
x22(k) 0 —q¢°
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Fortsetzung
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Fortsetzung
€2,0 C2,1 €2,2 C2.3

x1(k) 1 1 1 1
x2(k) ¢ ¢ 0 0
xa(k, 1) (@® +1)(-1) (¢® + 1) (=" (—1)* (="
xa(k) (¢® = D(-1)* (¢* =1 (-1)* —(=1)* —(=1)*
x5 (k) 0 0 0 0

X6 0 0 0 0
x7(k) 0 0 0 0

s 0 0 0 0

X9 0 0 0 0

X10 0 0 0 0
xi1 (k) 0 0 0 0

X12 0 0 0 0

X13 0 0 0 0
x14(k) 0 0 0 0

X15 qg—1 -1 q—1 -1

X16 ?(g—1) —¢ 0 0

xir | 30'0—50%0+ 500 — 30 —5¢°0— 30 300—30  —30—35¢°

xis | (@' =+q-1) (=3 +1))5  (3(a-1)5  —35+ 3¢

xio | (=3(d' = —q+1))3  (GP@-1))0  (5@-1)5 —30+35¢

xo0 | (—3(¢* = —q+1)) (G- (5@-1)5 —30- 3¢
xak) | (@=DEDRE+D) (@ + DD (DR e-1) —(=1)F
xo2(k) | (@ =D(g-D(=DF (@ -1D)(=D" —(-1)(g-1) (-1F
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Fortsetzung
C2.4 €3,0 €31

x1(k) 1 (—1)* (=1)*
x2(k) 0 (—1)* (=¥
xa(k,0) | (=1)F (=D*+ (=1) (=DF 4 (=1)!
a®) | —(=1* 0 0
X5 (k) 0 (=D*g—-1) (=D*g—-1)

X6 0 0 0
x7(k) 0 (¢ = D(¢® + g+ 1D(-D* —(=1)*

Xs 0 0 0

Xo 0 -1 -1 —3(g—1)

X10 0 —3(g—=1(¢* - 1) 3(g—1)
x11(k) 0 0 0

X12 0 3la—1)(¢* - 1) —3(a—1)

X13 0 —3(¢—1(¢* - 1) 3(a—1)
x14 (k) 0 0 0

X15 -1 0 0

X16 0 0 0

xir | —30+3¢° 0 0

xis | —30—3¢° 0 0

X19 *% - %q2 0 0

X20 | —36+34° 0 0
xo1(k) | —(=1)F 0 0
x22(k) (—1) 0 0
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Fortsetzung
3,2 33 34

x1 (k) (=1)* (=1)* (="
x2(k) (=¥ (=" (="
xs(k, 1) (=DF 4 (=1)! (=DM (=1)" (=DM 4 (=1)
x4 (k) 0 0 0
X5 (k) —(=1)* —(=1)* —(=1)*

X6 0 0 0
x7(k) | (@—1)(* +q+1)(-1)F —(=1)¥ —(=1)*

X8 0 0 0

X9 ACAEY) 3@ +1) —3(¢* —1)

X10 3@ 1) —5(¢* +1) 3@ —1)
x11(k) 0 0 0

X12 —3(*—1) —3(* = 1) 3(@®+1)

X13 3@ 1) 3@ —1) —3(?+1)
x14(k) 0 0 0

X15 0 0 0

X16 0 0 0

X17 0 0 0

X18 0 0 0

X19 0 0 0

X20 0 0 0
Xa1(k) 0 0 0
x22(k) 0 0 0
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Fortsetzung

C470(Z') C4,1(Z') C5,0 (Z) 6571(2')

) ¢ S i* i*

) ¢ 0 i* i
xs(k, ) | (¢° + DG G Gt G
)| @ -nat g 0 0
) 0 0 0

0 0
(@= D@ +q+1)¢" ¢
0 0

X10
x11(k)

X13
x14(k)
X15
X16
X17
X18
X19
X20
xa1(k)
x22(k)

O O O O O O O O O O O o oo o o o o o
SO O O O O O O O O O O o oo o o o o
O O O O O O O O O o o o o o

O O O O O O O O O o o o o o
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Fortsetzung
c6,0(%) ce,1(%) ce,2(1)
x1(k) 1 1 1
xa(k) 1 1 1
xs(k,1) ol + o3 ol + o3 ol + o3 *
xa(k) 0 0 0
xs(k) | (a—D@F+93™) g —of —o3™ gz — 3™t — o
X6 0 0 0
Y7 (k) 0 0 0
Xs 0 0 0
Xo (¢—1)° —(g—1) —(g—1)
X10 (¢—1)? —(¢-1) —(¢—-1)
X1 (k) | (= D2 +95™)  —(a—D(eF +e35™) —(qa— D)(@F +¢5%)
X12 0 0 0
Y13 0 0 0
X14(k’) 0 0 0
X15 q2 —4q 0 0
X16 q(g—1) 0 0
X17 ¢ —q 0 0
X18 ¢ —q 0 0
X19 0 0 0
X20 0 0 0
x21(k) | alq—1)(@5F + 035%) 0 0
x22(k) 0 0 0
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Fortsetzung
ce,3(1) ce,4(7) c7,0(1)
x1 (k) 1 1 i
xz2(k) 1 1 {k
Y3 (k, ) @ék +¢§ik (pék +¢gik gékgz _~_C§q+1)qikgl
xa(k) 0 0 0
xs(k) | (a= D +05%)  —elf —r™ (g - )¢
X6 0 0 0
x7(k) 0 0 0
X8 0 0 0
X9 (¢—1)? 1 0
X10 (g—1)? 1 0
xu(k) | (@= D@ +03™) @i +op™ 0
X12 0 0 0
X13 0 0 0
x14(k) 0 0 0
X15 —q 0 0
X16 —q 0 0
X17 —q 0 0
X18 —q 0 0
X19 0 0 0
X20 0 0 0
xa(k) | —a(e +93™) 0 0
x22(k) 0 0 0
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Fortsetzung
c7,1(7) cs,0(7) cs,1(7)
x1(k) fk 1 1
x2(k) fk 1 1
xa(k,1) | GHRGH+ ¢TI g P
xa(k) 0 0 0
xs (k) —¢&* 0 0
X6 0 0 0
x7 (k) 0 0 0
Xs 0 0 0
X9 0 0 0
X10 0 0 0
x11(k) 0 0 0
X12 0 0 0
X13 0 0 0
x14(k) 0 0 0
X15 0 q—1 -1
X16 0 g—1 -1
X17 0 g(=1)" = (=1)’ —(=1)’
X18 0 q(=1)" = (=1)’ —(-1)’
X19 0 0 0
X20 0 0 0
xz1 (k) 0 (- +¢G™) -G
x22(k) 0 0 0
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Fortsetzung
co,0(%,7) c10,0(4) c10,1(7)
x1(k) {k 1 1
xa(k) fk -1 -1
xs(k, 1) | GECl! + G 0 0
xa(k) 0 —o 5" — — w5
x5 (k) 0 0 0
Y6 0 0 0
x (k) 0 0 0
Xs 0 0 0
X9 0 0 0
X10 0 0 0
x11(k) 0 0 0
X12 0 q2 -1 q2 -1
X13 0 ¢ -1 ¢ -1
x1a(k) 0 (=D +95™) (> =D +95™)
X15 0 —(¢* —q) q
X16 0 q(q—1) —q
Y17 0 0 0
Yis 0 0 0
X19 0 *—q —q
X20 0 ¢ —q —q
X21(k’) 0 0 0
X22(k) 0 (> — ) +05™)  —a(of +05™)
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Fortsetzung
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Tabelle A.46: Charaktertafel von P
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A.47 Tabelle zu den Einschriankungen der irreduziblen Cha-
raktere von P auf Up

Sind vy, ...,¢s € Irr(Up) wie in Satz 4.8.1 gewéhlt und ist e := (x|up,¥i) # 0 fiir ein
X € Irr(P) und ein 7 € {0,...,5}, so gilt nach Satz 4.1.3:

m
ts;
XlUp: € Z %Z),-J ’

=1

wobei {t; = 1,ta,...,t;} eine Transversale fiir die Rechtsnebenklassen der Tréigheitsgrup-
pe I; in P sei. Die folgende Tabelle enthilt fiir jeden irreduziblen Charakter y von P das
eindeutig bestimmte i € {0,...,5} mit (x|lu,,¥i) # 0.

x1(k) | xa(k) | x3(k,1) | xa(k) | xs5(k) | x6 | x7(k) | xs | Xo | Xx10 | Xx11(k)

1 0 0 0 0 1 1 2 2 3 3 3

Fortsetzung

x12 | x13 | x1a(k) | x15 | x16 | x17 | x18 | X19 | X20 | Xx21(k) | Xx22(k)

1| 4 4 4 ) ) ) ) ) ) ) 5

Tabelle A.47: Tabelle der i € {0,...,5} mit (xlup, ;) # 0

A.48 Einschriankung der unipotenten Charaktere auf P

In der folgenden Tabelle sind fiir jeden unipotenten Charakter ¥ von G die Koeflizienten
¢y = (¢Ylp,x)p in der Zerlegung

Ylp= Z Cx X

x€E€lrr(P)

aufgefiihrt. Fehlende Eintrége bedeuten Nullen. Ist in der folgenden Tabelle ein irreduzibler
Charakter von P nicht aufgefiihrt (wie z.B. x5(1)), so sind die Skalarprodukte dieses
Charakters mit den Einschrdnkungen der unipotenten Charaktere von G auf P alle gleich
Null.
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Charakter xy von P | Parameter Ap,x)p | ([e1ilpsx)p | ([p1lPsX)P
x1(0) 1 1 1
x2(0) 1
x5(0) 1 1
X6
x7(0) 1
x7(k) k=1,...,q-2
X8
X9 1
X10
x11(k) k=1,...,¢>+¢
X12
X13
x14(k) k=1,...,¢> —¢q
X15 1 1
X16 1
X17
X18 1
X19
X20
x21 (k) k=0,...,¢3 -2,
¢ +q+1 [k
x21(@+qg+Dk) | k=0,...,q—2, 1
k#0,5a—1)
x22(k) k=0,...,¢°
¢ —q+1 [k
x22((¢? —q+1)k) | k=0,...,q,
k#0,3(q+1)
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Fortsetzung
Charakter x von P | Parameter ([p2]psX)p | CD4[-1]p,x)p | CDa[l]p,X)pP
x1(0) 1
x2(0) 1
x5(0) 1
X6
x7(0) 1
x (k) k=1,...,q—2
X8
X9
X10 1
x11 (k) E=1,...,¢°+¢
X12 1
X13 1
x14 (k) E=1,...,¢°> —¢
X15 1
X16 1
X17 1
X18
X19 1
X20 1
x21 (k) E=0,...,¢° -2,
*+q+1 )k
xa1((@@+q+1k) | k=0,...,q—2, 1
k#0,3(a-1)
Xa2 (k) E=0,...,¢%,
¢ —q+1 [k
x22((q® — g+ 1)k) k=0,...,q, 1 1
k#0,3(qg+1)
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Fortsetzung
Charakter y von P | Parameter ([e2]lpsx)p | (Stp,x)p
x1(0)
x2(0) 1 1
x5(0) 1
X6 1
x7(0) 1 2
x7(k) k=1,...,q—2 1
X8 q+1 q(g+1)
Xo 2(a+1)
X10 g—1)
x11(k) k=1,...,¢>+¢ 1 g—1
iz S+
X13 %(q —1)
X14(k) k=1,...,¢> —¢q 1 g+1
X15 1
X16 q+1
X sla+1)
s Y+
X19 g—1)
X20 3(g—1)
x21 (k) kE=0,...,¢3 -2, 1 q
PHqg+1 fk
xor((@@+q+1Dk) | k=0,...,q—2, g+1
k#0,5(q—1)
Xa2(k) k=0,...,q¢%, 1 q
> —q+1 [k
x22((? — ¢+ 1)k) k=0,...,q, q—1

k#0,5(q+1)
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A.49 Charaktere von Cp(D)

Die folgende Tabelle enthélt die Werte der in Abschnitt 4.12 definierten Charaktere des
Zentralisators Cp(D) (zur Definition von D siehe Abschnitt 3.7). Zur Bezeichnung der
Konjugiertenklassen vergleiche man Tabelle A.34.

C1,0 C1,1 C1,2 C1,3 Ci14 C2.0 C21 €30 C31 C4,0
or(D)X, q(¢q—1) —q 0 0 0 ¢g—1 -1 0 0 0
Cp(D) Xy q—1 qg—1 ¢g-—1 -1 -1 0 0 0 0 gqg—1
1TX3a+5TCP(D) q2 0 q 0 0 q 0 1 1 q

Fortsetzung

ca1  cs50(i)  c51(i) cs52(i) c53(i) c54(i) ce0(i) cr0(i)

Cr(D)X4 0 qlg—1) —¢ 0 0 0 0 0

Cp(D)Xq -1 q—1 qg—1 q—-1 -1 -1 0 0

1TX3a+ﬁTCP(D) 0 ¢ 0 q 0 0 1 1

Fortsetzung
cs0(t) coo(i) co1(i) ci00(i) cr01(i) ci1,0(d) ci1,1(8) ci2,0(2, )

Cp(DIX4 0 0 0 0 0 qg—1 -1 0
Or(D)Xy 0 qg-1 -1 0 0 0 0 0
17x,,,, 177 | 1 q 0 1 1 q 0 1

Tabelle A.49: Charaktere von Cp(D)



Tabellen 245

A.50 Konjugiertenklassen von UQ

In der folgenden Tabelle sind die Konjugiertenklassen der Faktorgruppe UQ des unipoten-
ten Radikals Ug aufgelistet.

Name | Reprasentant Anzahl ]CﬁQ|
uy(d) $2a+ﬁ(d) q3 ’UQ| = qg
deTF g3
ma(dl)anrﬁ(d?)
u2(d1,d2) (dl,dg) GF 3 XF q6—1 q6
(di,d2) # (0 ,0)

Tabelle A.50: Konjugiertenklassen von UQ

A.51 Parametrisierung der irreduziblen Charaktere von UQ

In der folgenden Tabelle sind Parameter fiir die irreduziblen Charaktere von U aufgefiihrt.
Unter Irr(F,s) verstehen wir die irreduziblen Charaktere der additiven Gruppe von F s

Name | Parameter Charaktergrad | Anzahl
Xor.g2 | (P1,02) 1 q°
€ Iir(Fys) x Irr(Fys)
Xo |oehr(Fp), ¢#1 ¢ ¢ -1

Tabelle A.51: Parameter fiir die irreduziblen Charaktere von UQ
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A.52 Charaktertafel von UQ

Die folgende Tabelle ist die Charaktertafel der Faktorgruppe UQ des unipotenten Radi-
kals Ug. Zur Bezeichnung der Konjugiertenklassen vergleiche man Tabelle A.50. Zur Wahl

der Parameter ¢1, ¢p2 und ¢ vergleiche man Tabelle A.51.

A.53 Parametrisierung irreduzibler Charaktere von ()

In der folgenden Tabelle sind die Parameterbereiche fiir die irreduziblen Charaktere von )

uy(d) ua(d1, do)
X 1,62 1 ¢1(d1)p2(d2)
Xo | ¢°¢(d) 0

Tabelle A.52: Charaktertafel von UQ

angegeben, die X3,43X30+23 im Kern enthalten.

Name | Parameterbereich Anzahl der
Charaktere
x1(k) k=0,...,¢%—2 A1
x2(k) k=0,...,¢°—2 @ -1
k= ) 7(13 -2
xa(k,l) | 1=0,...,¢—2 L@ -1)(g-2)
140
xa(k) | k=0,...,¢"+¢%—q—2 talg® - 1)
k # (q+1)m,m:0,.‘.,q372
x5 (k) k=0,...,q—2 qg—1
X6 1
X7 1
X8 1




Tabellen

Fortsetzung
Name | Parameterbereich | Anzahl der
Charaktere
X9 1
X10 1
X11 1
X12 1
X13 1
x1a(k) | k=0,...,q—2 3(g—3)
—1
k#0, %5
xi5(k) | k=0,...,q 3(g—1)
+1
k# 0,2k

Tabelle A.53: Parameter fiir irreduzible Charaktere von @
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A.54 Irreduzible Charaktere von ()

Die folgende Tabelle enthélt die irreduziblen Charaktere der maximalen parabolischen Un-
tergruppe @, die X344 3X3q+23 im Kern enthalten. Zur Bezeichnung der Konjugiertenklas-
sen vergleiche man Tabelle A.31. Zur Wahl der Parameter k, [ vergleiche man Tabelle A.53.
Die Charaktertafel von @) hingt von einem Parameter § ab, der die Kongruenzklasse von
g modulo 4 angibt. Der Parameter 6 nimmt die Werte § = 1 oder 6 = —1 an.

Tabelle A.54: Irreduzible Charaktere von Q)

x1 (k) 1 1
x2(k) q q
x3(k,1) qg+1 q+1
x4 (k) q—1 q—1
x5 (k) (¢+1)(¢° —1) (¢—1)(@+1)(¢" +q+1)
xo | (@=D*g+1)(@+q+1) (¢—-1)* ¢+ 1D(¢*+q+1)
X7 a(¢® = 1)(¢* - 1) a(¢® = 1)(¢* - 1)
Xs ¢ -¢ ¢ ¢
X9 q'(¢* - 1) q'(q® = 1)
X0 3a°(a+1)(¢* - 1) 1P+ - 1)
X11 5% (a+1(¢* - 1) 53 (q+1)(¢* - 1)
X12 3¢°(a—1(¢* - 1) 363 (g —=1(¢* - 1)
X13 3¢°(a—1(¢* - 1) 3¢%(qa—1(¢* - 1)
x14(k) ¢*(a+1)(¢* 1) lg—1)(@+ (" +q+1)
xis(k) | @lg—1D*(¢ +q+1) lg—-1)*(*+q+1)
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Fortsetzung
c1,2 c1,3 1,4
x1 (k) 1 1 1
x2 (k) 0 q q
xs(k, 1) 1 qg+1 qg+1
xa(k) -1 g—1 qg—1
x5 (k) ¢’ -1 (¢+1)(¢* = 1) ¢ —q-1
xo | —(@=D(@+q+1) (¢-1D*@g+1)(@*+q+1) (¢—1(—q-1)
X7 0 a(g® = 1)(¢* — 1) —q(q® = 1)
Xs 0 —q° 0
Xo 0 -q* 0
X10 3¢°(¢° - 1) —34°(¢+1) 0
X1 -34°(¢* - 1) —5¢°(g+1) 0
X12 36%(¢° - 1) —3¢°(g—1) 0
X13 —34°(¢* - 1) —5¢°(q—1) 0
x1a (k) 0 ¢*(g+1) 0
x15(k) 0 —¢*(g—1) 0
Fortsetzung
C1,5 C1,6 C1,7
x1 (k) 1 1 1
x2(k) 0 0 0
x3(k, 1) 1 1 1
xa(k) ~1 ~1 ~1
x5 (k) ¢ =1 ¢ =1 ¢ -1
xo | —(g=1)(@+q+1) —(¢g-D(@+q+1) —(¢-1(+q+1)
X7 0 0 0
X8 q 0 et}
X9 0 0 0
X10 3 - %) 3¢°(¢° - 1) -3+ 3%
X11 3@+ %) 17 (¢ - 1) 1+ 34
X12 -3+ ) 36%(¢° = 1) —30° - 34°0
X13 -3 - ¢ —34°(¢* - 1) 3¢° —34%
x1a(k) ¢ 0 q’6
x15 (k) -q° 0 —q°6
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Fortsetzung
c1,8 c1,9(%,b) 1,10
xa (k) 1 1 1
xz2(k) q 0 0
x3(k, 1) q+1 1 1
x4 (k) qg—1 -1 -1
xs (k) ¢ —q-1 ¢ -1 ¢ =1
xe | (@=D(@-q¢-1) —(g-D(+q+1) —(¢-1)(¢>+q+1)
X7 —q(¢® — 1) 0 0
Xs 0 (-1'¢? —4°5
Yo 0 0 0
X10 0 —1*+ 3(-1)'¢? -3¢ — 3%
X11 0 3¢+ 3(-1)'¢° 1 —14%
X12 0 -3 - 3(-1)'¢ —30> +34%
X13 0 3¢ -3¢’ 1@+ 1%
x14(k) 0 (-1'¢’ —¢%s
X15 (k) 0 —-(-1)'¢° q°s
Fortsetzung
c1,11 c1,12(%,b) c1,13 1,14
x1(k) 1 1 1 1
x2 (k) q 0 q 0
x3(k, 1) q+1 1 qg+1 1
x4 (k) g—1 -1 qg—1 -1
x5 (k) ¢ —q-1 ¢ -1 —(¢+1) -1
xo |(@=1@-q¢-1) —(¢-1)(+qg+1) —(¢g—D(g+1) 1
X7 —q(¢® = 1) 0 q 0
Xs 0 (—1)ig? 0 0
X9 0 0 0 0
X10 0 -3¢+ 1(-1)'¢° 0 0
X1 0 30°+3(-1)"¢ 0 0
X2 0 —3¢° = 5(-1)'¢? 0 0
X3 0 3¢° = 3(=1)'¢ 0 0
x14 (k) 0 (-1)'¢* 0 0
x15 (k) 0 —(-1)'¢’ 0 0




Tabellen

Fortsetzung
x1 (k) (D" (1" (1"
x2(k) (D" (1" (1"
xs(k, 1) (=)™ + (=1)* (D)™ + (=1)* (=)™ + (=D)*
xa(k) 0 0 0
xs(k) | (a—=D(@+q+ D)D" (¢—=D(¢®+q+1)(-D" —(=D*
X6 0 0 0
X7 0 0 0
Xs 0 0 0
Xo 0 0 0
X10 0 0 0
X11 0 0 0
X12 0 0 0
X13 0 0 0
x14(k) 0 0 0
x15(k) 0 0 0
Fortsetzung
C2,3 C2.4 C3,0
xi (k) (—1)* (—1)* 1
x2(k) (1) (-D* q
Na(k,D) | (—1)FF 4 (<1)F (—1)F 4 (—1)F (q+ D(-1)'
xa(k) 0 0 (¢ = 1)(=1*
wk) | 1 % 0
X6 0 0 0
X7 0 0 0
X8 0 0 (¢° —1)6
Xo 0 0 (¢> = 1)qd
X10 0 0 3(a+1)(-1)
X11 0 0 3a+1)(*-1)
X12 0 0 —3(g-1(¢*-1)
X13 0 0 —3(a-1(¢*-1)
x14(k) 0 0 (@ =1 (=D"g+1)
x15(k) 0 0 8(¢° +q+1)(g—1)*(=1)"
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Fortsetzung
C3,1 C3,2 C3,3 C3,4
x1(k) 1 1 1 1
x2 (k) 0 q 0 0
x3(k, 1) (-1 (¢+1)(-1)! (-1 (-1
xa(k) —(=D* (@D —(=DF —(=D*
x5 (k) 0 0 0 0
Y6 0 0 0 0
X7 0 0 0 0
Xs (¢°—1)6 -5 ) =5
X9 0 —q6 0 0
X10 3@ —1) —3(g+1) 3@ -1 —3(®+1
X11 3@ —1) —3(a+1) 3@+ 31
X12 3@ —1) 3@—1) -3 +1) 3@ -1
X13 3@ —1) 3@—1) 3@ -1 —5(®+1)
x14(k) (¢ = D(-1* —(=D)"g+1) —(-1)* —-(=1)
xis(k) | =6(g = D(@® +q+1)(=1)" —(¢—1s(-1)*  s(-1)* 6(-1)
Fortsetzung
c4,0(%) ca1 (%) ¢s,0(1)
x1 (k) ¢ ¢i* 1
x2(k) i " 1
x3(k, 1) G e R Y Cha G+
x4 (k) 0 0 0
xs(k) | (¢ =1)(@® +q+ 1)¢* -G 0
X6 0 0 0
X7 0 0 0
Xs 0 0 (-1)'¢* = (-1
Xo 0 0 (¢* = 1)(-1)*
X10 0 0 ¢ -1
X11 0 0 ¢ -1
X12 0 0 0
X13 0 0 0
x14(k) 0 0 (¢® =D+ ™)
x15 (k) 0 0 0
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Fortsetzung

C5,1(’i) C(j’()(i)

C@ﬁl(i)

CG,Q(Z')

C(),g(l)

1 o5 o4

1 a5 0
G+ (gD o

0 (@—-De3™ —p3
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

>
=
(=}
\
—
O O 0 O O o o o o o

ik

e
qp¥’
(g+1)e¥"
(¢ — g3 ™*
0

o O O O O o o o o o

o3
0
o3

—ik
—¥P3

O O O O O O o o o o o

Fortsetzung

C7,0(i) C7,1 (74)

ngo(i)

Csﬁl(i)

2ik 2ik
3 €

q¢3'* 0

(¢ + 1"t ¢t
(q— 1)§§q2+q—1)ik _§§q2+q—1)ik

=

=

o
O O O O O O o o o o o
O O O O O O o o o o o

ik
3

ik
3

ik ik ~il
3"+ (3G

O O O O O O O o o o o o

ik
G

ik
3

ik ik il
3+ ¢G5

O O O O O O o o o o o o
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Fortsetzung
co,0(i, ) c10,0(%) c10,1(7)
xa (k) 5 1 1
xz2(k) 5 -1 -1
xalk,1) | G - GR! 0 0
Xa(k) 0 —€t - —€f -
s (k) 0 0 0
X6 0 0 0
X7 0 0 0
Xs 0 —(¢* = 1)(-1)’ (1)’
X 0 (¢" = 1)(~1)’ (-1’
X10 0 0 0
X11 0 0 0
X12 0 ¢ -1 -1
X13 0 ¢ -1 -1
x14(k) 0 0 0
xas () 0 (@ - DEDE ™) —(DiEr ™)
Fortsetzung
c11,0(%)
x1 (k) CgQik—qik-Hk
xa(k) _Cé;zik—qik+ik
xs(k, 1) 0
xalk) | —pft Ty al e
xs (k) 0
X6 0
X7 0
X8 0
X9 0
X10 0
X11 0
X12 0
X13 0
x14(k) 0
x15 (k) 0

Tabelle A.54: Irreduzible Charaktere von @)
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A.55 Einschriankung der unipotenten Charaktere auf ()

In der folgenden Tabelle sind fiir jeden unipotenten Charakter ) von G die Skalarprodukte
(¥ 1g,x)q aufgelistet, wobei x die in Tabelle A.54 angegebenen irreduziblen Charaktere
von () durchlduft. Fehlende Eintrige bedeuten Nullen. Ist in der folgenden Tabelle ein
irreduzibler Charakter von ) aus Tabelle A.54 nicht aufgefiihrt (wie z.B. x5(1)), so sind die
Skalarprodukte dieses Charakters mit den Einschriankungen der unipotenten Charaktere
von G auf @ alle gleich Null. Man beachte jedoch, dass Tabelle A.54 nicht die vollstdndige
Charaktertafel von @ ist. Die Einschrankungen der unipotenten Charaktere von G auf Q)
besitzen also im Allgemeinen noch irreduzible Konstituenten, die in den Tabellen A.54
und A.55 nicht aufgefiihrt sind.

Tabelle A.55: Skalarprodukte der Einschriankungen der unipotenten Charaktere

Charakter x von @) | Parameter (1g,x)q | ([e1]g:x)o | ([P, X)o

x1(0) 1 1
x2(0) 1 1
x5(0) 1

X6

X7

X8

X9

X10 1

X11

X12

X13
X14(k) kzl,...,q—Q,

X15(k) kzl?"‘7q7
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Fortsetzung
Char. x von @ | Parameter (lr2lesX)q | CDa[-1]g,x)q | (CD4l]g: X)a
x1(0) 1
x2(0) 1
x5(0) 1
X6
X7
X8
X9
X10
X11 1
X12 1
X13 1
x14(k) =1,...,q—2, k# %
x15 (k) k=1,...,q, k# T
Fortsetzung
Charakter x von ) | Parameter ([e2)o, x)o | (Sto,X)o
x1(0) 1
x2(0) 1
x5(0) 1 1
X6 1
X7 1 q
X8 1 q
Xo q ¢ +1
X10 qg+1 # +1
Xu 1 T 4]
Y12 q q22ﬂ1
X13 q2;q
x14(k) k:1,...,q72,k7é%1 qg+1 P +qg+1
x15 (k) k=1,...,q k# 2! qg—1 ¢ —q+1
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